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1 SissejuhatusKaasaegses arvutiteaduses on t�ahtsal kohal v~orkude (networks) uurimine ningt�ahtsaimaks vahendiks selles vallas on kahtlemata graa�teooria. Graa�de kee-les v~oib v~orkudele esitada mitmesuguseid n~oudmisi, n�aiteks� v�aike valents,� v�aike diameeter,� suur sidusus,� laiendatavus heade omaduste s�ailimisega� jne.Loomulikult pole k~oiki neid tingimusi v~oimalik �uheaegselt rahuldada, kuidkompromissi saab leida ning �uhe lahenduse v�aljapakkumisele ja anal�u�usileon p�uhendatud k�aesoleva v�aitekirja autori bakalaureuset�o�o [3]. Mainitud t�o�ol�ahtekohaks sai t�ahelepanek, et v~orreldes standardse graa�teoreetlise konst-ruktsiooni { graa�de otsekorrutisega { annab graa� diameetrile parema hin-nangu permutatsioonigraa� konstruktsioon. Kui n~ouda lisaks graa� transi-tiivsust tippudel, on v~oimalik kindlustada minimaalse tipuvalentsi ja sidususevahel m~oistlik vahekord, andes muuhulgas v~oimalusi v~orgu laiendamiseks sel-le vahekorra s�ailimisega. Samas t�o�os n�aidati ka, et saavutatav diameetriv~oitv~oib olla kuitahes hea, kuid praktilisi n�aiteid esitati vaid �uksikuid.K�aesolev v�aitekiri ongi suunatud �uhe tuntud graa�depere (kuupgraa�-de) uurimisele permutatsioonigraa� konstruktsiooni valguses. T�o�o 2. ja 3.peat�ukis k�asitletakse peale teemaga otseselt seotud m~oistete veel kaht kahtabim~oistet { kauguste loendajat ning permutatsioonkorrutist. Olles �ulej�a�anulek�aesolevas k�ull vaid toeks, omavad nad samas ka iseseisvat teoreetilist t�aht-sust. T�o�o j�argnevad peat�ukid sisaldavad juba puhtalt kuupgraa�de (ningnende �uldistuste) s�ustemaatilist anal�u�usi, viies viimases peat�ukis v�alja graa-�de QMm;n de�nitsioonini ja eelnevas esitatu kokkuv~otmiseni selle abil.T�o�o on sisuliselt ning suures osas ka vormiliselt valminud autori visiidiajal Turu �Ulikooli 1997. aasta s�ugisel.
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2 P~ohim~oisted ja de�nitsioonid2.1 �Uldde�nitsioonidK�aesoleva t�o�o parema m~oistetavuse huvides toome alul �ara m~oned standard-sed m~oisted.De�nitsioon 2.1 Lihtgraa�ks nimetame paari (V;E), kus V on l~oplik mit-tet�uhi hulk ( lihtgraa� tipuhulk, mille elemente nimetame lihtgraa� tippu-deks) ning E � fP jP � V; jP j = 2g ( lihtgraa� servahulk, selle hulga ele-mente nimetame lihtgraa� servadeks).Kuna edaspidises tegeleme ainult lihtgraa�dega, nimetame neid l�uhidalt graa-�deks. Graa�G tipuhulka t�ahistame ka V (G), servahulka E(G) ja graa� servafv1; v2g ka (v1; v2). Antud t�ahistuse korral siis (v1; v2) = (v2; v1).De�nitsioon 2.2 Bijektsiooni ' : V (G) ! V (G) nimetame graa� G auto-mor�smiks, kui8x; y 2 V (G) (x; y) 2 E(G), ('(x); '(y)) 2 E(G):Graa� k~oigi automor�smide hulk Aut(G) on r�uhm kujutuste kompositsioonisuhtes (vt [4], lk 190), seda r�uhma hakkame nimetama graa� automor�s-mir�uhmaks.De�nitsioon 2.3 Graa� G tippude x; y 2 V (G) vaheliseks ahelaks nimeta-me graa� tippude j�arjendit (v0 = x; : : : ; vn = y), kus (vi; vi+1) 2 E(G); i =0; : : : ; n� 1. Arvu n nimetame ahela pikkuseks.De�nitsioon 2.4 Graa� tippude x; y 2 V (G) vaheliseks kauguseks nime-tame l�uhima ahela pikkust tipust x tippu y, seda pikkust t�ahistame d(x; y)(seega n�aiteks d(x; x) = 0). Graa� G diameetriks nimetame suurustd(G) = maxx;y2V (G) d(x; y):De�nitsioon 2.5 Graa�de G1 ja G2 otsekorrutiseks G1 � G2 nimetatamegraa� tipuhulgagaV (G1 �G2) = V (G1)� V (G2) 3



ja servahulgaga E(G1 �G2), kus((v11; v12); (v21; v22)) 2 E(G1 �G2),, [v11 = v21&(v12; v22) 2 E(G2)] _ [v12 = v22&(v11; v21) 2 E(G1)]:Edaspidises saab olulist rolli m�angima graa� otseastme m~oiste.De�nitsioon 2.6 Olgu G graaf. Graa� G otseastmed G1; G2; : : : m�a�arataksev~ordustegaG1 = G;Gi = G� (Gi�1); i > 1:De�nitsioon 2.7 Tipu v 2 V (G) valentsiks nimetame suurust%(v) = jfw 2 V (G)j(v; w) 2 E(G)gj:Kui graa� G k~oigi tippude valentsid on v~ordsed, nimetame graa� regulaarseksja seda valentsi t�ahistame %(G).De�nitsioon 2.8 Olgu G graaf ja H r�uhma Aut(G) alamr�uhm. Kui8x; y 2 V (G) 9' 2 H y = '(x);siis nimetame graa� G tippudel transitiivseks (TT{graa�ks) r�uhma H suhtesja r�uhma H nimetame r�uhma Aut(G) transitiivseks alamr�uhmaks.Edaspidises esineb sageli olukord, kus H = Aut(G), siis nimetame graa� Glihtsalt tippudel transitiivseks.2.2 Kauguste loendajaOsutub, et TT-graa�de mitmeid huvitavaid omadusi saab iseloomustadaj�argmise m~oiste abil.De�nitsioon 2.9 Olgu G graaf ja u 2 V (G). Graa� G kauguste loendajakstipu u suhtes nimetame pol�unoomideu(G) = Xv2V (G) zd(u;v): 4



Osutub, et TT-graa� korral ei s~oltu kauguste loendaja tipu u valikust.Lemma 2.1 Olgu G TT-graaf ja u1; u2 2 V (G). Siisdeu1(G) = deu2(G):T~oestus. Vastavalt TT-graa� de�nitsioonile leidub selline permutatsioon� 2 Aut(G), et u2 = �(u1). Siis saame kirjutadadeu2(G) = de�(u1)(G) = Xv2V (G) zd(�(u1);v) = X�(v)2V (G) zd(�(u1);�(v)) = : : : ;sest � bijektiivsuse t~ottu v~otab avaldis �(v) k~oikv~oimalikud v�a�artused hulgasV (G);: : : = Xv2V (G) zd(u1;v) = deu1(G): Q.E.D.J�areldus 2.2 TT-graa�d on regulaarsed.T~oestus. Olgu G TT-graaf ja v1 ning v2 selle kaks tippu. Vastavalt graa�tipu suhtes v~oetud kauguste loendaja de�nitsioonile on selle pol�unoomi li-neaarliikme kordaja v~ordne antud tipu valentsiga. Et aga TT-graa� korraldev1(G) = dev2(G), on nende pol�unoomide lineaarliikmed v~ordsed, j�arelikultka %(v1) = %(v2). Et tipud v1 ja v2 olid suvalised, olemegi t~oestanud TT-graa�G regulaarsuse. Q.E.D.T�anu lemmale 2.1 v~oib TT-graa�de jaoks anda j�argmise de�nitsiooni:De�nitsioon 2.10 Olgu G TT-graaf ja u 2 V (G) suvaline tipp. Graa� Gkauguste loendajaks nimetame pol�unoomide(G) = Xv2V (G) zd(u;v):
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N�aiteks, Peterseni graa� Pet (vt joonis 2) kauguste loendaja onde(Pet) = 1 + 3z + 6z2;ts�ukli Cn kauguste loendaja agade(Cn) = ( 1 + 2z + 2z2 + : : :+ 2zbn2 c; n � 1(mod 2)1 + 2z + 2z2 + : : :+ z n2 ; n � 0(mod 2)Edasistes konstruktsioonides l�aheb vaja j�argmist lemmat.Lemma 2.3 Kui G1 ja G2 on TT-graa�d, siis on ka G1�G2 TT-graaf ningde(G1 � G2) = de(G1)de(G2). Kui G on TT- graaf ja de(G) = a0 + a1z +: : :+ adzd, siis a0 = 1, a1 = %(G), d = d(G).T~oestus. Esimene neist v�aidetest on standardne. V~otame graa�st G1 � G2kaks tippu (u11; u12) ja (u21; u22) ning n�aitame selle graa� automor�smi, misesimese neist tippudest teiseks kujutab. Kuna G1 ja G2 on TT-graa�d, siisleiduvad nende automor�smid �1 ja �2, mis kujutavad �1 : u11 7! u21 ja�2 : u12 7! u22. Arvestades graa�de otsekorrutise de�nitsiooni on kujutus�1 � �2 : (v1; v2) 7! (�1(v1); �2(v2))ilmselt graa� G1�G2 automor�sm ning realiseerib vajaliku kujutuse valitudtippude vahel.Teise v�aite kehtivuses veendumiseks on graa�deG1 jaG2 otsekorrutist heaette kujutada j�argmiselt. V~otame graa�st G1 n = jV (G2)j koopiatG11; : : : ; Gn1(graa� G2 iga tipu jaoks �uhe) ning �uhendame koopiate vahel vastavad tipud,kui koopiatele vastavad tipud graa�s G2 on �uhendatud. Siis saab k~onelda kakoopiate Gi1 ja Gj1 vahelisest kaugusest { see on koopiatele vastavate tippudevaheline kaugus graa�s G2 ja seda kaugust t�ahistame d(Gi1; Gj1). Olgude(G1) = a0 + a1 + : : :+ ad1zd1 ;de(G2) = b0 + b1 + : : :+ bd2zd2 :Fikseerime graa�s G1 �G2 suvalise tipu u, graa� G1 koopia, milles ta asub,olgu G11. Graa� G1 koopiaid kaugusel 0 koopiast G11 on de�nitsiooni j�argi b0t�ukki (ja nagu n�aeme, b0 = 1). Panus, mille annavad graa� G1�G2 kauguste6



loendajasse tipud graa� G1 koopia(te)st, mis asu(vad)b koopiast G11 kaugusel0, on seegab0 Xv2V (Gi1)d(Gi1;G11)=0 zd(u;v):Analoogiliselt vaatame l�abi ka k~oik teised koopiad (Lemma viimase v�aitekohaselt on kaugeim neist koopiast G11 kaugusel d2) ja saame k = 0; : : : ; d2jaoks �uldiselt leida koopiast G11 kaugusel k asuvate koopiate poolt graa�G1 �G2 kauguste loendajasse antavaks panuseksbk Xv2V (Gi1)d(Gi1;G11)=k zd(u;v) = bk Xv2V (G11) zd(u;v)+k =bkzk Xv2V (G11) zd(u;v) = bkzkde(G1):J�a�ab vaid leidad2Xk=0 bkzkde(G1) = de(G1)de(G2):Lemma viimased v�aited on ilmsed. Q.E.D.
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3 Permutatsioonigraa�d3.1 Permutatsioonigraa� m~oisteLihtsaim v~oimalus esitada TT-graa� G suurema TT-graa� alamgraa�na onmoodustada graaf G � K2. Selgub aga, et v~orkude jaoks on v~oimalik an-qq q qq q qq q qq q qq q! !Joonis 1: Graaf K3 �K2da tunduvalt paremaid konstruktsioone. Vaatame n�aidet, kus G = C5 olguviietipuline ts�ukkel. V~ordleme nimetatud konstruktsiooni Peterseni graa�gaPet. M~olema graa� kokkupanemiseks graa� C5 kahest koopiast on samapaljuq qq q qq q qqq
q qq q qq q qqqJoonis 2: Graa�d C5 �K2 ja Pet\vaeva n�ahtud", kuid esimese graa� diameeter on 3, teise oma aga 2!Edasiseks k�asitluseks on tarvilik j�argmine de�nitsioon.De�nitsioon 3.1 Olgu graaf G tipuhulgaga V (G) = fv1; : : : ; vng ja � 2 Sn.Permutatsioonigraa�ks P�(G) nimetame graa� tipuhulgagaV (P�(G)) = 2[i=1fvi1; : : : ; vingja servahulgagaE(P�(G)) = [ 2[i=1f(vi�i�1(k); vi�i�1(l))j(vk; vl) 2 E(G)g][[f(v1k; v2k) : k = 1; : : : ; ng: 8



Lihtne on n�aha, et graa�s P�(G) on (v�ahemalt) kaks graa�ga G iso-morfset alamgraa� { need, mille toodud de�nitsioon annab i �kseerimisel�uheks kahest v�a�artusest. Neid alamgraafe (nagu ka analoogilisi alamgraafej�argnevates permutatsioonigraa�de konstruktsioonides) hakkame nimetamapermutatsioonigraa� alusteks. Need alused on k�ull isomorfsed nii omava-hel kui graa�ga G m�argendamata graa�de m~ottes, kuid vaadeldes tipuhulgafv1; : : : ; vng elementide alumisi indekseid tippude m�argenditena, on graa�gaG �uldjuhul isomorfne vaid see alus, mis vastab �ulemise indeksi v�a�artuselei = 1. Juhul i = 2 saame m�argendatud m~ottes �uldiselt erineva graa�, midahakkame t�ahistama �(G). Graa� �(G) de�nitsioon on j�argmine.De�nitsioon 3.2 Olgu graaf G tipuhulgaga V (G) = fv1; : : : ; vng ja � 2 Sn.Graa�ks �(G) nimetame graa� tipuhulgagaV (�(G)) = V (G)ja servahulgagaE(�(G)) = f(vk; vl)j(v��1(k); v��1(l)) 2 E(G)g:Edasi v~oime induktiivselt de�neerida �2(G) = �(�(G)) jne.Kaks �ulaltoodud graa� on permutatsioonigraa�d P�(C5) ja P�(C5), kus� =  1 2 3 4 51 2 3 4 5 ! ; � =  1 2 3 4 51 3 5 2 4 ! :Permutatsioonigraa�de m~oiste on sisse toodud ning nende m~oningaidomadusi (peamiselt tasandilisust) uuritud Chartrand'i ja Harary t�o�os [1].3.2 Permutatsioonigraa�de konstruktsioonist ja auto-mor�smidestJ�argnevalt uurime, milliseid omadusi tuleks n~ouda TT{graa�lt G, tema au-tomor�smir�uhma transitiivselt alamr�uhmalt H ning permutatsioonilt �, ettekkiv graaf P�(G) oleks samuti TT{graaf.Tulles tagasi eelmises jaotuses k�asitletud Peterseni graa� n�aite juurdem�arkame k~oigepealt, et l�ahtegraa� G = C5 automor�smir�uhma �uks transi-tiivne alamr�uhm on tekitatud permutatsiooni (12345) poolt (siin ja edaspidianaloogilistes situatsioonides vaatleme n{tipulise graa� automor�smir�uhma9



kui s�ummeetrilise r�uhma Sn alamr�uhma). [Antud juhul on k�ull lihtne n�aha,et n~onda saame graa� C5 k�umnest automor�smist k�atte ainult pooled, kuid�uhest k�uljest pole graa� tippudel transitiivsuse n�aitamiseks rohkem vaja jateisest k�uljest ei teagi me suuremate graa�de korral sageli kogu automor�s-mir�uhma.]J�argmiseks paneme t�ahele, et sama r�uhm H =<(12345)> toimib transi-tiivselt ka graa� �(G) tippudel (kus � on Peterseni graa� �ulaltoodud konst-ruktsioonis kasutatud permutatsioon). Veel enamgi, v~oime v�aita, et kuju-tused �' : vik 7! vi'(k) (i = 1; 2; ' 2 H)on graa� P�(G) automor�smid. T~oepoolest, et vastavalt kujutuste �' de�nit-sioonile t�o�otavad nad aluste sees nagu r�uhma H elemendid ning et viimasedon automor�smideks nii graa�le G kui graa�le �(G), on tarvis uurida ainultseda, mis juhtub aluseid �uhendavate servadega, st servadega kujul (v1k; v2k).Nende jaoks aga kehtib(v1k; v2k) 2 E(P�(G)), (v1'(k); v2'(k)) 2 E(P�(G));seega on �' n�aol tegu graa� P�(G) automor�smidega.Automor�smid �' lubavad kujutada tippe �uksteiseks aluste sees, seegavajame veel kujutust, mis lubaks vahetada tippe aluste vahel. Selliseks kuju-tuseks on� : vik 7! vi+1�(k); i = 1; 2;kus �ulemiste indeksite liitmine toimub modulo 2. T~oestamaks, et kujutus �on t~oesti graa� P�(G) automor�sm, kasutame tema servahulga loomulikkut�ukeldust kolmeks alamhulgaks.1. Serva (v1k; v2k) 2 E(P�(G)) korral(v1k; v1l ) 2 E(P�(G)),(vk; vl) 2 E(G),(v2�(k); v2�(l)) 2 E(P�(G)):
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2. Et �2 2 Aut(G), saame serva (v2k; v2l ) 2 E(P�(G)) jaoks(v2k; v2l ) 2 E(P�(G)),(vk; vl) 2 E(�(G)),(v��1(k); v��1(l)) 2 E(G),(v�2��1(k); v�2��1(l)) 2 E(G),(v�(k); v�(l)) 2 E(G),(v1�(k); v1�(l)) 2 E(P�(G)):3. Serva (v1k; v2k) 2 E(P�(G)) korral on selge, et(v1k; v2k) 2 E(P�(G)),(v1�(k); v2�(k)) 2 E(P�(G)),(v2�(k); v1�(k)) 2 E(P�(G)):Toodud arutluses on olulised kaks momenti. Esiteks kasutatakse asjaolu,et r�uhmaH elemendid on automor�smideks nii graa�leG kui ka graa�le �(G)ning teiseks seda, et �2 2 Aut(G). Kokkuv~ottes oleme t~oestanud j�argmisetulemuse.Lause 3.1 Olgu antud n-tipuline TT-graaf G, tema automor�smir�uhma tran-sitiivne alamr�uhm H ning substitutsioon � 2 Sn selline, et r�uhma H ele-mendid on automor�smideks ka graa�le �(G) ja �2 2 Aut(G). Siis on graafP�(G) samuti TT{graaf.M�argime, et Lause 3.1 t~oestus annab meile rohkem informatsiooni, kuion vajalik tema t~oestamiseks. Nimelt saame moodustajate kaudu ka graa-� P�(G) automor�smir�uhma mingi transitiivse alamr�uhma kirjelduse. Kunajuba r�uhm H ei pruukinud olla v~ordne kogu r�uhmaga Aut(G), ei pea sedaolema ka saadud r�uhm graa� P�(G) jaoks. N�aiteks sobib vaadeldud Peterse-ni graa� konstruktsioon. Lause t~oestusest saame selle graa� 20elemendiliseautomor�smide r�uhma, tegelikult on Peterseni graa� t�aielikus automor�s-mir�uhmas aga 120 elementi (vt [2]).Tuleme tagasi k�aesoleva peat�uki alguse juurde, kus permutatsioonigraa�-de kasutuselev~ottu motiveeriti v~oimalusega saada v�aiksema diameetriga graafkui tavalise otsekorrutise korral. Arvestades aga, et juhul � 2 Aut(G) kehtibilmselt P�(G) ' G � K2, siis sel juhul me diameetriv~oitu kindlasti ei saa.T�apsemalt, kehtib j�argmine lause. 11



Lause 3.2 Olgu � 2 Sn suvaline permutatsioon. Siis d(P�(G)) 6 d(G) + 1.Muuhulgas, kui � 2 Aut(G), siis d(P�(G)) = d(G) + 1.T~oestus. V~otame kaks tippu graa�st P�(G) ja veendume, et nendevahelinekaugus pole suurem kui d(G) + 1. Kuna graa� P�(G) m~olemad alused onisomorfsed graa�ga G, siis8vik; vil 2 V (P�(G)) d(vik; vil) 6 d(G); i = 1; 2:Kui meil on aga tipud v1k; v2l 2 V (P�(G)), siis saame d(v1k; v2l ) 6 d(G) + 1,sest (v1k; v2k) 2 E(P�(G)), d(v2k; v2l ) 6 d(G) ja tippudevaheline kaugus graa�srahuldab kolmnurgav~orratust.Kui � 2 Aut(G), n�agime, et P�(G) ' G � K2, kus K2 on t�aielik ka-hetipuline graaf kauguste loendajaga de(K2) = 1 + z, mist~ottu Lemma 2.1p~ohjal d(P�(G)) = deg(de(P�(G))) = deg(de(G�K2)) == deg(de(G)de(K2)) = deg(de(G)(1 + z)) == deg(de(G)) + 1 = d(G) + 1: Q.E.D.Seega on diameetriv~oidu saavutamiseks tarvilik tingimus, et antud TT-graa�l G leiduksid selline automor�smir�uhma transitiivne alamr�uhmH ja ti-puhulga permutatsioon �, et � 62 Aut(G), kuid H elemendid oleksid siiski kagraa� �(G) automor�smideks. (Hetkel on tingimuseks k�ull ka �2 2 Aut(G),kuid j�argmises punktis n�aeme, et sellest eeldusest saab loobuda.) Autori jaoksoli pikka aega lahtine k�usimus selle tingimuse piisavusest. Osutub, et selliseq qq q qq q qqq
q qq q qq q qqq Joonis 3: Graa�d Pet ja �(Pet)r�uhma H olemasolust siiski ei piisa diameetriv~oidu saamiseks. Kontran�aiteks12



sobib �ulalvaadeldud Peterseni graaf, kus r�uhmaks H on sama konstrueeritud20elemendiline r�uhm. Vajalik permutatsioon � toimib nii, nagu n�aidatudjoonisel 3. Lihtne on n�aha, et d(P�(Pet)) = 3. Et ka d(Pet � K2) = 3, eisaavutanud me selle n�aite korral diameetriv~oitu. Samas on endiselt lahtinek�usimus { kui leidub permutatsioon � 62 Aut(G), et graa� G terve automor-�smir�uhma Aut(G) k~oik elemendid on ka graa� �(G) automor�smideks, kassiis kehtib d(P�(G)) < d(K2 �G)?3.3 PermutatsioonkorrutisEelpool j�ai lahtiseks k�usimus, mida teha, kui meil on graaf G ning selle ti-puhulga permutatsioon � sellised, et graa�del G ja �(G) on �uhine automor-�smir�uhma transitiivne alamr�uhm, kuid �2 62 Aut(G). Sel juhul v~oib permu-tatsioonigraa� muidugi konstrueerida, kuid see ei pea tulema TT{graaf.Teisalt on selge, et mingi positiivsem korral peab kindlasti �m 2 Aut(G),sest � kui l~opliku r�uhma Sn elemendi mingi aste peab olema �uhik. Olgusiis m selline positiivne (mitte tingimata v�ahim v~oimalik) t�aisarv, et �m 2Aut(G). Kui permutatsioonigraa� konstrueerimisel v~otsime alusteks graa�dG ja �(G), siis n�u�ud on samas rollis graa�d G;�(G); : : : ; �m�1(G). V~otamekasutusele j�argmise �uldise m~oiste.De�nitsioon 3.3 Olgu G1 ja G2 graa�d, V (G1) = fv1; : : : ; vng, V (G2) =fu1; : : : ; umg, � 2 Sn. Graa�de G1 ja G2 permutatsioonkorrutiseks permu-tatsiooni � abil nimetame graa� G1�G2 tipuhulgagaV (G1�G2) = V (G1)� V (G2)ja servahulgagaE(G1�G2) == f((vi; uk); (vj; uk))jk = 1; : : : ; m; (vi; vj) 2 E(�k�1(G1))gSSf((vi; uk); (vi; ul))ji = 1; : : : ; n; (uk; ul) 2 E(G2)g:See de�nitsioon �uldistab nii graa�de otsekorrutise kui permutatsiooni-graa� m~oisteid { esimene vastab juhule, kus � on �uhikpermutatsioon ja teinejuhule, kus G2 = K2.Graa�de permutatsioonkorrutist on mugav ette kujutada joonisel 4 too-dud skeemi abil. 13



: : : G1 = �0(G1)�(G1) = �1(G1)�m�1(G1)
G2 G2 G2Joonis 4: PermutatsioonkorrutisSelle skeemi aluseid �k(G1) hakkame kutsuma horisontaalseteks alusteks,graa�st G2 saadud aluseid aga vertikaalseteks alusteks.Loomulikult tuleb k�usida, millistel tingimustel on kahe graa� permutat-sioonkorrutis TT{graaf. Sobivad piisavad tingimused annab j�argmine lause.Lemma 3.3 Olgu antud n-tipuline TT-graaf G1, tema automor�smir�uhmatransitiivne alamr�uhm H ning � 2 Sn sellised, et r�uhma H elemendid onautomor�smideks ka graa�le �(G1) ja �m 2 Aut(G1). Olgu graaf G2 tipuhul-gaga V (G2) = fu1; : : : ; umg selline, et r�uhma Sm element (12 : : :m) on temaautomor�sm. Siis on permutatsioonkorrutis G1�G2 TT-graaf.T~oestus. Induktsiooniga t j�argi v~oib veenduda, et ' 2 H 6 Aut(G1) ja' 2 Aut(�(G1)) korral ka ' 2 Aut(�t(G1)) iga positiivse t�aisarvu t korral.Kujutused' : (vi; uk) 7! (v'(i); uk) (' 2 H)lahendavad horisontaalsete aluste sees transitiivsuse probleemi, osutudes graa-� G1�G2 automor�smideks. T~oesti, ' n�aol on tegu selle graa� tipuhulgabijektsiooniga.Juhul ((vi; uk); (vj; uk)) 2 E(G1�G2), st (vi; vj) 2 E(�k�1(G1)) saame'(((vi; uk); (vj; uk))) = ((v'(i); uk); (v'(j); uk)) 2 E(G1�G2);sest ' 2 Aut(�k�1(G1)) ja j�arelikult (v'(i); v'(j)) 2 E(�k�1(G1)).Juhul ((vi; uk); (vi; ul)) 2 E(G1�G2), st (uk; ul) 2 E(G2) ilmselt ka'(((vi; uk); (vi; ul))) = ((v'(i); uk); (v'(i); ul)) 2 E(G1�G2):14



T~oestamaks graa� G1�G2 transitiivsust tippudel, tuleb n�aidata kujutus,mis v~oimaldab tippe viia �uhest horisontaalsest alusest teise. Selleks sobibkujutus� : (vi; uk) 7! (v�(i); uk+1) (kmodm):J�a�ab veenduda, et kujutus � on graa� G1�G2 automor�sm. Kujutus � onbijektsioon permutatsioonkorrutise tipuhulgal. Graa� G1�G2 servadel aga,juhul ((vi; uk); (vj; uk)) 2 E(G1�G2), st (vi; vj) 2 E(�k�1(G1)) saame�(((vi; uk); (vj; uk))) = ((v�(i); uk+1); (v�(j); uk+1)):Kui k < m, siis (v�(i); v�(j)) 2 E(�(�k�1(G1))) = E(�(k+1)�1(G1)), seega�(((vi; uk); (vj; uk))) 2 E(G1�G2).Kui aga k = m, siis�(((vi; uk); (vj; uk))) = ((v�(i); u1); (v�(j); u1)):Seega on vaja, et (v�(i); v�(j)) 2 E(G1). See on aga t�aidetud tingimus, sest(vi; vj) 2 E(�m�1(G1)) ja �m 2 Aut(G1).Juhul ((vi; uk); (vi; ul)) 2 E(G1�G2), st (uk; ul) 2 E(G2) saame�(((vi; uk); (vi; ul))) = ((v�(i); uk+1); (v�(i); ul+1)):T~oestuse l~opuleviimiseks vajalik tingimus (uk+1; ul+1) 2 E(G2) on t�aidetudtulenevalt lemma eelduseks olevast n~oudest, et permutatsioon (12 : : :m) ongraa� G2 automor�sm. Q.E.D.T~oestatud lemma annabki v~oimaluse permutatsioonigraa� konstrueeri-miseks ka �uldjuhul, kui leitud permutatsiooni j�ark ei ole 2. Toodud konst-ruktsioonis l�aks vaja sellist m-tipulist graa� G2, mille automor�smir�uhm si-saldaks permutatsiooni (12 : : :m) poolt tekitatud alamr�uhm, selliseid graafenimetatakse tsirkulantgraa�deks, vt nt [5]. Lihtsaimateks n�aideteks on m-tipuline ts�ukkel Cm ja m-tipuline t�aielik graaf Km.
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4 Graa�d QnSelles peat�ukis k�asitleme p~ohjalikult kuupgraa�de Qn n�aidet ja selgitamenende omadused seoses permutatsioonigraa�de konstruktsiooniga.Graafe Qn v~oib de�neerida mitmel erineval moel. Kasutame neist kahtv~oimalust.De�nitsioon 4.1 Qn = (K2)n, n > 1.De�nitsioon 4.2 Graaf Qn, n > 1 on graaf tipuhulgagaV (Qn) = (Z2)nja servahulgagaE(Qn) = f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))j9!i ai 6= big:Nende de�nitsioonide samav�a�arsuses v~oib veenduda induktsiooniga n j�argi,samuti j�areldub see isomor�sm j�argmises peat�ukis t~oestatavast �uldisemastlemmast 5.1.Graa�d Qn on ilmselt TT{graa�d ning alul k�asitlemegi neid kui TT{graafe kogu automor�smir�uhma suhtes.Vaatleme graa� Qn automor�smir�uhma Aut(Qn) poolt indutseeritud toi-met hulgal ffu; vgju; v 2 V (Qn); u 6= vg. Paneme t�ahele, et kui tipupaa-rid fu1; v1g ja fu2; v2g kuuluvad selle toime samasse orbiiti, siis d(u1; v1) =d(u2; v2), seega saab iga orbiidiga siduda �uhe positiivse t�aisarvu, mida hak-kame nimetama orbiidi laiuseks. Rakendades graa�le automor�smi, j�a�avadnii orbiidid kui nende laiusedd samaks. Rakendades aga sellist permutatsioo-ni � 62 Aut(Qn), et graa� Qn automor�smid on ka graa� �(Qn) automor-�smideks, s�ailivad k�ull orbiidid, kuid mitte nende laiused (viimast on k~oigelihtsam n�aha nii: kui s�ailiksid orbiitide laiused, siis j�a�aksid samaks ka orbii-did laiusega 1, st servahulk, seega oleks tegu graa� automor�smiga). Seega,otsimaks viimatikirjeldatud permutatsioone (millede abil on lootust saadapermutatsioonigraa� konstruktsioonil diameetriv~oitu), tuleb otsida orbiite,mille laius on suurem kui 1, kuid millel on samapalju elemente kui m~onelorbiidil laiusega 1.J�argmiseks paneme t�ahele, et graa� Qn korral on iga laiusega orbiitet�apselt �uks. Teisis~onu, kui meil on tipupaarid fu1; v1g ja fu2; v2g sellised,16



et d(u1; v1) = d(u2; v2), eksisteerib graa� selline automor�sm, mis viib �uhetipupaari teiseks. Selle v�aite t~oestuse (�uldistatud juhul) annab lemma 5.2.Seega on ka k~oik servadega m�a�aratud tipupaarid samas orbiidis (mille kohta�utleme, et graaf on transitiivne servadel ehk ST{graaf ).Leiame, palju on elemente orbiidil laiusega k. Etde(Qn) = de((K2)n) = (de(K2))n = (1 + z)n;on �uhest tipust kaugusel k asuvaid tippe �nk� t�ukki. Graa�s Qn on 2n tippu,seega tipupaare, mille elementide vaheline kaugus on k, on�nk� � 2n2 =  nk! � 2n�1t�ukki. J�arelikult on ainus orbiit, millel on veel samapalju elemente kui orbiidillaiusega 1, orbiit laiusega n� 1. Seega on graa� �(Qn) rolli m~otet proovidaainult graa� Q0n, mis on de�neeritud kui graaf tipuhulgagaV (Q0n) = (Z2)nja servahulgagaE(Q0n) = f(v1; v2)jd(v1; v2) = n� 1g;kus d(v1; v2) t�ahistab vastavate tippude vahelist kaugust graa�s Qn ehk vas-tavate kahendvektorite Hammingi kaugust.N�u�ud v~oime t~oestada j�argmise teoreemi.Teoreem 4.1 Olgu n > 2. Siis Qn ' Q0n, kui n on paarisarv ja Qn 6' Q0n,kui n on paaritu.T~oestus. Vaatleme alul juhtu, kus n on paaritu. T~oestame, et sel juhul polegraaf Q0n sidus. T~oepoolest: kuna n on paaritu, on n � 1 paaris ja j�arelikultseovad graa� Q0n servad niisuguseid tipuhulga (Z2)n elemente (kahendvekto-reid), mis erinevad vektoritena teineteisest paarisarvul positsioonidel. Seegapole graa�s Q0n v~oimalik konstrueerida ahelat, mis viiks paarisarvulise kaa-luga tipust paaritu kaaluga tippu ja graaf Q0n on mittesidus. Et graaf Qn onilmselt sidus, ei saa graa�d Qn ja Q0n paaritu n korral isomorfsed olla.17



Veendumaks, et paarisarvulise n korral on Qn ' Q0n, vaatleme nende�uhise tipuhulga (Zn)2 teisendust� : (a1; : : : ; an) 7! (a1 + nXi=1 ai; : : : ; an + nXi=1 ai):K~oigepealt paneme t�ahele, et see teisendus on hulga (Z2)n bijektsioon, sestta on iseenda p�o�ordteisendus:�(�(a1; : : : ; an)) = �(a1 + nXi=1 ai; : : : ; an + nXi=1 ai) == (a1 + nXi=1 ai + nXi=1 ai + n nXi=1 ai; : : : ; an + nXi=1 ai + nXi=1 ai + n nXi=1 ai) == (a1; : : : ; an);sest n on paaris ja liitmine toimub korpuses Z2.Veendume n�u�ud, et teisendus � viib graa� Qn servad graa� Q0n servadeks.Olgu ((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) 2 E(Qn), st d((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = 1.Seega on �uks neist kahest vektorist paaris{, teine paaritu kaaluga. Vasta-valt teisenduse � de�nitsioonile j�a�ab paariskaaluga vektor samaks, paaritukaaluga vektoris aga muutuvad k~oik komponendid vastupidiseks ja kui en-ne teisendust erinesid vektorid �uhel positsioonil, siis p�arast teisendust eri-nevad nad n � 1 positsioonil. St d(�(a1; : : : ; an); �(b1; : : : ; bn)) = n � 1 ehk(�(a1; : : : ; an); �(b1; : : : ; bn)) 2 E(Q0n). Analoogiliselt saab t~oestada, et teisen-duse � p�o�ordteisendus (st � ise) viib graa� Q0n servad graa� Qn servadeks,j�arelikult Qn ' Q0n. Q.E.D.Selle teoreemi p~ohjal on permutatsioonigraa� kontrsuktsiooniga lootustdiameetriv~oitu saada graa�delt Qn, kus n on paarisarv. Loomulik k�usimuson, kas ja kui suur see v~oit tuleb v~orreldes tavalise otsekorrutise abil saadavagraa� Qn+1 diameetriga n + 1. Sobivaks permutatsiooniks on loomulikultseesama teoreemi t~oestuses de�neeritud teisendus �; j�argmine lause n�aitab,et v~oit diameetris on ligikaudu kahekordne.Lause 4.2 Olgu n > 4 paarisarv. Siisd(P�(Qn)) = ( 4; n = 4;n2 + 1; n > 6: 18



T~oestus. Juhu n = 4 v~oib lihtsalt eraldi l�abi vaadata. V~otame suvalise tipuv graa� P�(Q4) alusest Q4, olgu see n�aiteks kahendvektorina v = (0; 0; 0; 0).N�aeme, et tipp (1; 1; 1; 1) samast alusest on ka graa�s P�(Q4) sellest tipustkaugusel 4, teise aluse kaudu \ringi minek" ei v�ahenda seda kaugust. K~oikteised aluse Q4 tipud olid juba graa�s Q4 tipule v l�ahemal kui 4, ammugi onsee n~onda siis graa�s P�(Q4). Teise aluse �(Q4) tippude jaoks paneme t�ahele,et 1. kui tipu w 2 V (�(Q4)) kui kahendvektori kaal ei �uleta kaalu 2, siisd(v; w) 6 3, sest tippu w p�a�aseb tipust v j�argmiselt: k~oigepealt liigume�ulimalt 2 sammuga aluse Q4 sees tipule w vastavasse tippu ning siis�uhe sammuga alusesse �(Q4) tippu w;2. kui tipu w 2 V (�(Q4)) kui kahendvektori kaal on 3, siis on d(v; w) = 2,sest tippu w p�a�aseb tipust v j�argmiselt: k~oigepealt l�aheme �uhe sammu-ga tipust v vastavasse tippu aluses �(Q4), mis on graa� �(Q4) = Q04de�nitsiooni p~ohjal �uhendatud tipuga w (ja l�uhemat teed kui tee pik-kusega 2 ilmselt ei ole);3. kui tipu w 2 V (�(Q4)) kui kahendvektori kaal on 4, on d(v; w) 6 3, sestsest tippu w p�a�aseb tipust v j�argmiselt: k~oigepealt liigume aluses Q4tipust v �uhe sammuga suvalisse tippu kaaluga 1, seej�arel �uhe sammugavastavasse tippu aluses �(Q4), viimane tipp aga on j�allegi graa� Q04de�nitsiooni p~ohjal �uhendatud tipuga w.T~oestamaks, et n > 6 korral l�aheb tipust v (olgu see j�alle aluse Qn tipp(0; : : : ; 0)) k~oige kaugematese tippudesse j~oudmiseks vaja n2 +1 sammu, tulebt~oestada kaht asja. Esiteks, et leiduvad tipud, mis on tipust v kaugusel n2 +1,ja teiseks, et �ukski tipp pole tipust v kaugemal kui n2 + 1.S~onastuse mugavuse huvides �utleme, et tipp w 2 V (P�(Qn)) asub kihisnumber k, kui tema kui kahendvektori kaal on k.NB! Tippude numeratsioonkahendvektoritena toimub m~olemas aluses eraldi, seega vastab igale vektori-le kaks tippu, �uks kummaski aluses, ja need kaks tippu on vastavalt graa�P�(Qn) de�nitsioonile �uhendatud.K~oigepealt n�aitame, et kui tipp w kuulub aluses �(Qn) kihti number n2 ,siis d(v; w) = n2 + 1.Paneme t�ahele, et liikumine m�o�oda serva �uhest tipust teise aluses Qnt�ahendab tippude jaoks erinevust 1 koordinaadi v~orra, liikumine aluses �(Qn)19



aga erinevust n� 1 koordinaadi v~orra. M~olemal juhul muutub tipule vasta-vas kahendvektoris 0de ja 1de arvu erinevus 2 v~orra. Seega liikumaks tipustkaaluga 0 (kus 0de ja 1de arvu erinevus on n )tippu kaaluga n2 (kus see rine-vus on 0), tuleb aluste sees teha v�ahemalt n2 sammu (aluste vahel liikuminekahendvektorit ei muuda). Lisades siia v�ahemalt �uhe sammu, mis tuleb tehaalusest Qn alusesse �(Qn) liikumiseks, saamegi, et d(v; w) > n2 +1. Samas onilmne, et n2 + 1 sammu on piisav tipust v tippu w j~oudmiseks.Veendumaks, et suvalise tipu w 2 V (P�(Qn)) korral d(v; w) 6 n2 + 1,vaatame l�abi j�argmised juhud.1. Kui tipp w on kihis number 0; 1; : : : ; n2 �uksk~oik kummas aluses, ond(v; w) 6 n2 +1, sest tipust v saab minna tippu w j�argmiselt: k~oigepealtteeme mitte enam kui n2 sammu j~oudmaks vajaliku kahendvektorinialuses Qn ja seej�arel veel v~oibolla �uhe sammu teise alusesse minekuks.2. Kui w = (1; : : : ; 1) on tipp aluses Qn, p�a�aseb sinna 4 sammuga samamoodi kui n = 4 korral, ainult et juhul n > 6 kehtib 4 6 n2 + 1.3. Kui w = (1; : : : ; 1) on tipp aluses �(Qn), p�a�aseb tipust v sinna kolmesammuga j�alle analoogiliselt juhule n = 4.4. Kui w on tipp kihis number n2 + 1 aluses Qn, p�a�aseb sinna n2 + 1 sam-muga.5. Kui w on tipp kihis number n2 + 2; : : : ; n� 1 aluses Qn p�a�aseb tipust vsinna j�argmiselt: k~oigepealt �uhe sammuga tippu (0; : : : ; 0) aluses �(Qn),j�argmise sammuga kihti number n�1 samas aluses, kolmanda sammugakihti number n�1 aluses Qn ning siis �ulimalt ((n�1)�(n2 +2)) = n2�3sammuga tippu w. Kokku seega �ulimalt n2 sammu.6. Kui w on tipp kihis number n2 +2; : : : ; n�1 aluses �(Qn), p�a�aseb tipustv sinna �ulimalt n2 +1 sammuga j�argmiselt: k~oigepealt liigume �ulimalt n2sammuga vastavasse tippu alusesQn, nagu kirjeldatud eelmises punktis,seej�arel kasutame veel �uhte sammu aluse vahetamiseks. Q.E.D.Seega saime paarisarvulise n korral anda soovitud konstruktsiooni, vaa-deldes graa� Qn TT{graa�na tema automor�smir�uhma suhtes. Samas paa-rituarvulise n korral ei leidunud sellist permutatsiooni � 62 Aut(Qn), et20



r�uhm Aut(Qn) oleks ka graa� �(Qn) automor�smir�uhmaks. Kas paaritute nv�a�artuste korral j�a�abki parimaks konstruktsioon K2�Qn = Qn+1? Ei, selgub,et eksisteerib ka konstruktsioon, mis annab sama diameetriv~oidu suvalise nkorral, ainult et selleks tuleb graa� Qn vaadelda TT{graa�na automor�s-mir�uhma p�arisalamr�uhma suhtes.De�neerime graa� Q00n (n > 2) kui graa� tipuhulgagaV (Q00n) = (Z2)nja servahulgagaE(Q00n) = f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))jan = bn&&d((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = 1g[[f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))jd((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = ng:Graa�d Q4 ja Q004 n�aevad samal tipuhulgal v�alja n�aiteks sellised, nagun�aidatud joonisel 5.
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Joonis 5: Graa�d Qn ja Q00nT~oestame, et Qn ' Q00n. Selleks vaatleme nende �uhise tipuhulga (Z2)nteisendust : (a1; : : : ; an) 7! (a1 + an; a2 + an; : : : ; an�1 + an; an):Panene t�ahele, et teisendus  on iseenda p�o�ordteisendus ( (a1; : : : ; an)) =  (a1 + an; a2 + an; : : : ; an�1 + an; an) == (a1 + an + an; a2 + an + an; : : : ; an�1 + an + an; an) = (a1; : : : ; an)21



ja seega hulga (Z2)n bijektsioon. Olgu ((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) 2 E(Qn).Vaatame l�abi j�argmised juhud:1. an = bn = 0. Siis d((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = 1,  ((a1; : : : ; an)) =(a1; : : : ; an),  ((b1; : : : ; bn)) = (b1; : : : ; bn) ja seega( ((a1; : : : ; an));  ((b1; : : : ; bn))) 2 E(Q00n).2. an = bn = 1. Ka sel juhul d((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = 1, millest  de�nitsiooni p~ohjal j�areldub d( ((a1; : : : ; an));  ((b1; : : : ; bn))) = 1 jaseega ( ((a1; : : : ; an));  ((b1; : : : ; bn))) 2 E(Q00n).3. an = 0, bn = 1. Siis d((a1; : : : ; an�1); (b1; : : : ; bn�1)) = 0 ja teisenduse de�nitsiooni p~ohjal saame d( ((a1; : : : ; an));  ((b1; : : : ; bn))) = n,j�arelikult ( ((a1; : : : ; an));  ((b1; : : : ; bn))) 2 E(Q00n).Analoogiliselt t~oestatakse, et  p�o�ordteisendus (ehk  ise) viib graa� Q00nservad graa� Qn servadeks.J�a�ab veel leida hulga (Z2)n k~oigi permutatsioonide r�uhma transitiivnealamr�uhm, mille elemendid on m~olema graa� automor�smideks. Sellise alam-r�uhma moodustajateks sobivad teisendused(a1; a2; : : : ; an) 7! (a1 + 1; a2; : : : ; an);(a1; a2; : : : ; an) 7! (a1; a2 + 1; : : : ; an);: : :(a1; a2; : : : ; an) 7! (a1; a2; : : : ; an + 1):K~oik need teisendused on hulga (Z2)n bijektsioonid olles j�allegi iseenda p�o�ord-teisendused. Lisaks moodustavad nad r�uhmaAut(Zn2) transitiivse alamr�uhma.Veendume, et selle alamr�uhma elemendid on nii graa� Qn kui graa� Q00n au-tomor�smideks.Graa�gaQn on lihtne { k~oik loetletud teisendused j�atavad samaks suvalis-te kahendvektorite vahelised kaugused, seega j�a�ab paika graa� Qn servahulk.Analoogiline arutelu t�o�otab ka graa� Q00n jaoks, sest ka tema servad on de�-neeritud kahendevktorite kauguste abil; lisaks tuleb t�ahele panna seda, et kaseos an = bn j�a�ab toodud teisenduste korral kehtima.Nii saame suvalise n > 2 jaoks konstrueerida permutatsioonigraa� P (Qn).Tema diameetri annab 22



Lause 4.3 Olgu n > 2. Siisd(P (Qn)) = �n+ 32 � :T~oestus. Selle lause t~oestus on t�apselt analoogiline Lause 4.2 p~ohiosa t~oes-tusega, eraldi tuleb vaadelda juhud, kus n on paaris ja paaritu. Ainus oluliselterinev moment tekib paaritu n juhul, kui on tarvis n�aidata aluse Qn tipust(0; : : : ; 0) maksimaalsel kaugusel olevat kihti. Selleks sobib aluse  (Qn) kihtnumber n+12 . Paneme t�ahele, et graa� P (Qn) korral kirjeldavad servi m�o�odaliikumised tippudele vastavate kahendvektorite muutusi kas �uhe koordinaadikaupa v~oi k~oigi koordinaatide kaupa korraga. Iseloomustades kahendvektoritj�alle tema 0de ja 1de arvu erinevuse kaudu, ei muuda k~oigi koordinaatidevahetus seda suurust. Seega sattumaks tipust (0; : : : ; 0) kihti number n+12 ,tuleb teha v�ahemalt n�12 esimest t�u�upi sammu. Sattumaks alusesse  (Qn),tuleb teha veel �uks samm, kokku seega v�ahemalt n+12 sammu. J�a�ab vaidt�ahele panna, et n�12 esimest t�u�upi sammu ja �uhe alustevahelise sammuga eiole v~oimalik aluse Qn tipust (0; : : : ; 0) j~ouda aluse  (Qn) kihti number n+12 .Seega d(P (Qn)) > n+32 , kui n on paaritu. V~ordus selles v~orratuses ja juht,kus n on paaris, t~oestatakse analoogiliselt Lausega 4.2. Q.E.D.See konstruktsioon on mitmes m~ottes parem kui eelpooltoodud konst-ruktsioon graa�le P�(Qn). K~oigepealt, teda sai �uldistada ka juhule, kus n onpaaritu v~oi n = 2, lisaks ei tulnud diameetri korral erandit n = 4. Samas, ku-na graaf P�(Qn) konstrueeriti l�ahtudes v�aiksemast r�uhmast, teame me v�ahemtema automor�smide kohta. Kuid, nagu samuti n�aha sellest n�aitest, ei ole-gi liiga paljude automor�smide vaatlemine alati hea { v~oib osutuda, et terveautomor�smir�uhma suhtes vaadelduna ei saa me antud TT{graa�st soovituddiameetriv~oiduga permutatsioonigraa�.
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5 Graa�d Qm;nGraa�d Qn on graa�teoorias p~ohjalikult uuritud ja omavad t�anu suureles�ummeetrilisusele palju h�aid omadusi. Intuitiivselt peaks enamik neid oma-dusi s�ailima, kui asendada graa� Qn de�nitsioonis r�uhm Z2 m~one teise ts�uk-lilise r�uhmaga Zm. K�aesolev peat�ukk k�asitlebki nii tekkivaid graafe eelmisepeat�uki tulemuste kontekstis.De�nitsioon 5.1 Graaf Qm;n, m > 2, n > 1 on graaf tipuhulgagaV (Qn) = (Zm)nja servahulgagaE(Qn) = f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))j9!i ai 6= big:Lemma 5.1 Graa�d Qm;n ja (Km)n on isomorfsed.T~oestus. Kasutame induktsiooni n j�argi.Kui n = 1, siis ilmselt Qm;1 ' Km, kuiv~ord de�nitsiooni p~ohjal on graa�lQm;1 m tippu, mis k~oik on omavahel servaga �uhendatud. Olgu � : V (Qm;1)!V (Km) nende graa�de isomor�smi teostav kujutus (sisuliselt suvaline bijekt-sioon tipuhulkade vahel).Eeldame n�u�ud, et mingi t�aisarvu k > 1 jaoks on Qm;k ' (Km)k, nendegraa�de isomor�smi teostagu kujutus ' : V (Qm;k)! V ((Km)k). Veendume,et Qm;k+1 ' (Km)k�Km, viimane graaf on de�nitsiooni j�argi graaf (Km)k+1.Sobivaks osutub kujutus' : V (Qm;k+1) ! V ((Km)k �Km) : (a1; : : : ; ak; ak+1) 7!7! ('(a1; : : : ; ak); �(ak+1)):Ilmselt on tegu bijektsiooniga. Kontrollimaks, et kujutus ' s�ailitab ka ser-vad, vaatleme serva ((a1; : : : ; ak+1); (b1; : : : ; bk+1)) 2 E(Qm;k+1). Vastavaltgraa� Qm;k+1 servahulga de�nitsioonile, peab leiduma t�apselt �uks t�aisarvi 2 [1; : : : ; k + 1] selline, et ai 6= bi.Kui 1 6 i 6 k, siis ('(a1; : : : ; ak); '(b1; : : : ; bk)) 2 E((Km)k) ja �(ak+1) =�(bk+1) (sest ak+1 = bk+1). Graa�de otsekorrutise de�nitsiooni p~ohjal siis(a1; : : : ; ak; ak+1) 7! ('(a1; : : : ; ak); �(ak+1)) 2 E((Km)k �Km):24



Kui i = k + 1, siis '(a1; : : : ; ak) = '(b1; : : : ; bk) (sest algsed vektorid onv~ordsed) ja �(ak+1) 6= �(bk+1) (sest ak+1 6= bk+1 ja � on injektiivne), j�arelikult(�(ak+1); �(bk+1)) 2 E(Km). Seega j�allegi graa�de otsekorrutise de�nitsioonip~ohjal(a1; : : : ; ak; ak+1) 7! ('(a1; : : : ; ak); �(ak+1)) 2 E((Km)k �Km):Analoogiliselt t~oestatakse, et kujutuse ' p�o�ordkujutus s�ailitab graa� ser-vad. Q.E.D.Graa�dQn on graa�de Qm;n erijuhuks Q2;n. J�argnevas uurime, mil m�a�aralsaab graa�dele Qm;n eelmise peat�uki tulemusi �ule kanda.Alustame v�aitestLemma 5.2 Olgu u1; v1; u2; v2 2 V (Qm;n). Kui d(u1; v1) = d(u2; v2), siisleidub selline ' 2 Aut(Qm;n), et '(u1) = u2 ja '(v1) = v2.T~oestus. Paneme t�ahele, et kujutused : (a1; : : : ; ai�1; ai; ai+1; : : : ; an) 7! (a1; : : : ; ai�1; ai + 1; ai+1; : : : ; an)v~oi �uldisemalt, kujutused� : (a1; : : : ; ai�1; ai; ai+1; : : : ; an) 7! (a1; : : : ; ai�1; �(ai); ai+1; : : : ; an);kus � on hulga Zm suvaline permutatsioon ja i = 1; : : : ; n, on graa� Qm;nautomor�smid. T~oepoolest, graa�de Qm;n servahulga de�nitsioonis oli olulinevaid see, millistel positsioonidel tippudele vastavad vektorid erinevad. Et ku-jutused  ja � ilmselt s�ailitavad selle omaduse, s�ailitavad nad ka graa� Qm;nservahulga.Kujutuste  kompositsioonina saab anda graa� Qm;n automor�smid 1 ja2, mis t�o�otavad j�argmiselt:1 : (u1; v1) 7! (0; v1 � u1);2 : (u2; v2) 7! (0; v2 � u2);kus tippe uj ja vj k�asitleme vektorruumi (Zm)n elementidena, tippu 0 ruu-mi nullvektorina ning d(a; b) m�argib vektorite a ja b Hammingi kaugust ehklihtsalt erinevate komponentide arvu. T�ahistades w(a) vektori a nullist eri-nevate komponentide arvu, on selge, et w(v1 � u1) = w(v2 � u2). Olgu 325



ruumi (Zm)n koordinaatide permutatsioon selline, et vektorite 3(v1� u1) jav2 � u2 mittenullkomponendid on samadel positsioonidel. Juhul m = 2 v~oibsiin t~oestuse l~opetada ning v~otta ' = �12 31. Juhul m > 2 v~oib aga juh-tuda, et samadel positsioonidel asuvad mittenullkomponendid erinevad. Seljuhul tuleb iga sellise positsiooni jaoks eraldi leida hulga Zm permutatsioon� selline, et �(0) = 0 ja vektori 3(v1 � u1) valitud mittenullkomponent ku-jutub vektori v2 � u2 vastavaks mittenullkomponendiks. Permutatsioonidele� vastavate kujutuste � kompositsion olgu 4, Lemma s~onastuses v�aidetudkujutuse ' v~oib siis anda kujul ' = �12 431. Q.E.D.N�u�ud vaatleme eelmise peat�ukiga analoogselt r�uhma Aut(Qm;n) pooltindutseeritud toimet graa� Qm;n tipupaaride hulgal. K�usides, kas leidub per-mutatsiooni � 62 Aut(Qm;n), mille korral r�uhm Aut(Qm;n) oleks automor-�smir�uhm ka graa�le �(Qm;n), tuleb j�alle otsida toime seda orbiiti, milleelementide arv langeks kokku elementide arvuga orbiidil laiusega 1.Leiame elementide arvu orbiidil diameetriga k. Graa�Qm;n kauguste loen-daja avaldub kujulde(Qm;n) = de((Km)n) = (de(Km))n = (1 + (m� 1)z)n;seega on antud tipust kaugusel k olevate tippude arv �nk�(m� 1)k. Et tippeon kokku mn t�ukki, on tipupaare kaugusega k kokku (nk)(m�1)kmn2 . Saamev~orrandi�n1�(m� 1)1mn2 = �nk�(m� 1)kmn2n(m� 1) =  nk!(m� 1)kn =  nk!(m� 1)k�1Juhtu m = 2 k�asitleti eelmises peat�ukis. Seega v~oib eeldada m > 3, samutik > 1. �Ulal leitud kaalude loendajast on n�aha, et graa� Qm;n diamaater onn, j�arelikult on m~otet vaadelda vaid olukorda k 6 n.Kui k < n, siis �nk� > n ja (m � 1)k�1 > 2, seega �nk�(m � 1)k�1 >n. J�arelikult tuleb saadud v~orrandi rahuldamiseks v~otta k = n. V~orrand26



omandab siis kujun = (m� 1)n�1:Kui n > 3, saame (m� 1)n�1 > 2n�1 > n, seega j�a�ab j�arele vaid juht n = 2,kust saame m = 3.Niisiis, kui m > 3 jaoks leidub graaf Qm;n ja �ulalkirjeldatud omadustegapermutatsioon �, siis saab see graaf olla vaid Q3;2. Osutub, et graa� Q3;2korral saab permutatsiooni � t~oesti leida. Eespool tehtu p~ohjal on selge, ettasub proovida ainult permutatsiooni, mis vahetab orbiidid diameetritega 1ja 2; et saadavad graa�d on isomorfsed, n�ahtub jooniselt 6.
q q qqq qq qq1 2 34 5 67 8 9 q q qq q q

q q q
1 6 843759 2

Joonis 6: Graaf Q3;2Tegelikult kuulub ka graaf Q3;2 suuremasse perre { k~oigi graa�de (Cm)njaoks saab leida vajalike omadustega permutatsiooni �, nagu t~oestatud t�o�os[3]. Inspireerituna eelmisest peat�ukist tekib loomulik k�usimus { kui vaadeldeskogu automor�smir�uhma ei ~onnestunud leida sobivat permutatsiooni �, siis�akki annab tulemusi m~one v�aiksema r�uhma vaatlemine. T~oepoolest, eelmisespeat�ukis antud graa�de Q00n konstruktsiooni saab v�aga lihtsalt �ule kanda kapraegusele juhule.De�nitsioon 5.2 Graa�ks Q00m;n nimetame graa� tipuhulgagaV (Q00m;n) = (Zm)nja servahulgagaE(Q00m;n) = f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))jan = bn &27



& d((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = 1g[[f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))j 9 k 2 Zmnf0g(b1; : : : ; bn) = (a1; : : : ; an) + k(1; : : : ; 1)g:Eelmise peat�ukiga analoogselt t~oestatakse, et Qm;n ' Q00m;n. Isomor�smi teos-tav kujutus  n�aeb formaalselt samasugune v�alja: : (a1; : : : ; an) 7! (a1 + an; a2 + an; : : : ; an�1 + an; an);ainult et n�u�ud on  �uldiselt m. j�arku teisendus. Samuti on lihtne n�aha, etk~oik teisendused(a1; a2; : : : ; an) 7! (a1 + 1; a2; : : : ; an);(a1; a2; : : : ; an) 7! (a1; a2 + 1; : : : ; an);: : :(a1; a2; : : : ; an) 7! (a1; a2; : : : ; an + 1)on nii graa� Qm;n kui graa� Q00m;n automor�smid, kusjuures moodustavadautomor�smir�uhma transitiivse alamr�uhma.Seega on diameetriv~oitu andva permutatsioonigraa� moodustamiseks va-jalikud tingimused t�aidetud, ainus probleem on, et  2 62 Aut(Qm;n). Selleprobleemi lahendab punkt 3.3, kus �uldistasime kahel alusel t�o�otava permu-tatsioonigraa� m~oiste suvalise arvu alustega t�o�otavale permutatsioonkorru-tisele.
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6 Graa�d QMn6.1 De�nitsioon ja omadusedPeat�ukis 4 vaatlesime graa� Q00n, mille tipuhulgaks oliV (Q00n) = (Z2)nja servahulgaksE(Q00n) = f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))jan = bn&&d((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = 1g[[f((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn))jd((a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn)) = ng:Paneme t�ahele, et sama graa� servahulka v~oib de�neerida ka teistmoodi. Ni-melt on graa� Q00n iga tipp �uhendatud parajasti k~oigi tippudega, mis erinevadesialgsest tipust vektorite(1; 0; 0; : : : ; 0; 0)(0; 1; 0; : : : ; 0; 0)(0; 0; 1; : : : ; 0; 0): : :(0; 0; 0; : : : ; 1; 0)(1; 1; 1; : : : ; 1; 1)v~orra. De�neerides maatriksiM 00 = 0BBBBBBBB@ 1 0 0 : : : 0 00 1 0 : : : 0 00 0 1 : : : 0 0: : :0 0 0 : : : 1 01 1 1 : : : 1 1
1CCCCCCCCA ;v~oime kirjutadaE(Q00n) = f(a; b)j b� a on maatriksiM 00 ridag;kus a = (a1; a2; : : : ; an) ja b = (b1; b2; : : : ; bn).�Uldistusena saame j�argmise de�nitsiooni.29



De�nitsioon 6.1 Olgu M n� n maatriks �ule ringi Z2. Graa�ks QMn nime-tame graa� tipuhulgagaV (QMn ) = (Z2)nja servahulgagaE(QMn ) = f(a; b)j b� a on maatriksiM ridag:Peat�uki4 4 anti graaf Q00n graa� Qn kaudu, kasutades selleks teisendust : (a1; a2; : : : ; an) 7! (a1 + an; a2 + an; : : : ; an�1 + an; an):Kasutades maatriksit M 00 saame (a) = aM 00:Siit saame j�argmise de�nitsiooni.De�nitsioon 6.2 Olgu antud graaf G tipuhulgaga V (G) = (Z2)n ning su-valine maatriks M elementidega ringist Z2. Graa�ks (G)M nimetame graa�tipuhulgagaV ((G)M) = (Z2)nja servahulgagaE((G)M) = f(aM + s; bM + s)j (a; b) 2 E(G); s 2 (Z2)ng:Liidetav s on vajalik olukorras, kus kujutusa 7! aMei osutu isomor�smiks. Vaatleme n�aiteks graa� G = Q3 ja maatriksitM = 0B@ 0 1 11 0 11 1 0 1CA :4. peat�uki t�ahistes oleks tegu graa�ga Q03, kuid v~ottes de�nitsiooni 6.2 ilmaliidetavata s saaksime vaid joonisel 7 n�aidatud graa�.N�u�ud aga on graaf (Q3)M nagu n�aidatud joonisel 8.J�argnevalt t~oestame loomuliku vastavuse k�aesoleva peat�uki kahe de�nit-siooni vahel. 30
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Joonis 7: Graaf (Q3)M de�nitsioonil ilma liidetavata s
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Joonis 8: Graaf (Q3)M de�nitsioonil liidetavaga sLemma 6.1 Olgu M n� n maatriks �ule ringi Z2. SiisQMn = (Qn)M :T~oestus. Olgu (a; b) 2 E(QMn ). Siis vektor b � a on maatriksi M reaks.T~oestamaks, et (a; b) 2 E((Qn)M), tuleb leida vektorid a1, b1 ja s nii, et(a1; b1) 2 E(Qn) ninga = a1M + s;b = b1M + s:Oletame, et vektor b � a on maatriksi M i. rida. Siis valime vektorid a1ja b1 nii, et b1 � a1 = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), kusjuures viimase vektori ainusmittenullelement 1 asub i. positsioonil. Vastavalt graa� Qn de�nitsioonile siis(a1; b1) 2 E(Qn). J�a�ab validas = a� a1M:Kontrollime, eta� a1M = b� b1M:Viimane v~ordus aga kehtib, sestb� a = (b1 � a1)M = b1M � a1M:31



Olgu n�u�ud (a; b) 2 E((Qn)M), st (a; b) = (a1M + s; b1M + s), kus (a1; b1) 2E(Qn). T~oestamaks, et (a; b) 2 E(QMn ), tuleb veenduda, et vektor b � a onmaatriksi M rida. See aga on nii, sestb� a = (b1 � a1)Mning vektorid a1 ja b1 erinevad t�apselt �uhel koordinaadil. Q.E.D.Niisiis osutusid kaks de�nitsiooni kuupgraa� \astendamiseks" maatriksi-ga samav�a�arseteks. Ilmneb aga, et see \astendamine" k�aitub loomulikult kamaatriksite korrutamise suhtes, nimelt kehtib j�argmine teoreem.Teoreem 6.2 Olgu M1 ja M2 n� n maatriksid �ule ringi Z2. Siis(QM1n )M2 = QM1M2n :T~oestus. M~olema graa� tipuhulgaks on (Z2)n, seega j�a�ab kontrollida vaidservahulkade v~ordsus.E((QM1n )M2) == f(aM2 + s; bM2 + s)j (a; b) 2 E(QM1n ); s 2 (Z2)ng == f(aM2 + s; bM2 + s)j b� a on maatriksiM1 rida; s 2 (Z2)ng:T~oestuse l~opuleviimiseks piisab veenduda, et vektor(bM2 + s)� (aM2 + s) = (b� a)M2on maatriksi M1M2 rida ning et sellisel kujul esituvad maatriksi M1M2 k~oikread. Esimene neist v�aidetest n�ahtub asjaolust, et vektor b� a on maatriksiM1 rida, mist~ottu (b� a)M2 on maatriksi M1M2 reaks.Teisalt, olgu maatriksiM1M2 i: reaks vektor r. Valime suvalised vektorida ja b nii, et vektor b�a oleks maatriksiM1 i: reaks. Siis on ilmselt rahuldatudka seosr = (b� a)M2:J�a�ab vaid �kseerida s = 0. Q.E.D.Vaadeldes antud konstruktsiooni permutatsioonigraa�de kontekstis, m�an-gib maatriksM sisuliselt permutatsiooni � rolli 3. peat�ukist. Samas peat�ukis32



n�agime, et oluliseks tingimuseks permutatsioonigraa� konstruktsiooni edu-kaks l�abiviimiseks oli loodava graa� P�(G) aluste isomorfsus. 3. peat�ukisoli see tingimus triviaalselt t�aidetud, praegu aga ei pea graa�d Qn ja QMnsugugi isomorfsed olema. Seega on tarvis vastavat tingimust, mille saamegij�argmisest teoreemist.Teoreem 6.3 Graa�d Qn ja (Qn)M on isomorfsed parajasti siis, kui maat-riks M on regulaarne.T~oestus. Olgu maatriks M regulaarne. Et V (Qn) = V (QMn ) = (Z2)n, tulebn�aidata kujutus  : (Z2)n ! (Z2)n, mis realiseerib antud graa�de servahul-kade vastavuse. Sobivaks kujutuseks on : V (Qn)! V (QMn ) : a 7! aM:Kui (a; b) 2 E(Qn), siis hulga E((Qn)M) de�nitsiooni kohaselt ( (a);  (b)) 2E((Qn)M).Olgu n�u�ud (a1; b1) 2 E((Qn)M). Tuleb leida vektorid a ja b, mille korral (a) = a1 ja  (b) = b1, nii et (a; b) 2 E(Qn). V~otamea = a1M�1;b = b1M�1:J�a�ab kontrollida tingimus (a; b) 2 E(Qn). Piisab n�aidata, et vektor b � asisaldab t�apselt �uhe mittenullkomponendi. Etb� a = (b1 � a1)M�1Ning vektor b1�a1 on maatriksiM reaks, saame viimasest avaldisest ilmselt�uhikmaatriksi rea, nagu oligi tarvis.Oletame n�u�ud, et maatriks M pole regulaarme. T~oestame, et sel juhulpole graaf (Qn)M sidus ega v~oi j�arelikult olla isomorfne graa�ga Qn.Vaatleme teisendust� : (Z2)n ! (Z2)n : a 7! aM:Kuna maatriks M pole regulaarne, annab �(Zn2) p�arisalamr�uhma Abeli r�uh-mas Zn2 . Kujutus�s : a 7! aM + s 33



m�a�arab selle p�arisalamr�uhma k~orvalklassi, kusjuures vektori s erinevate v�a�ar-tuste korral vastavad k~orvalklassid kas �uhtivad v~oi ei l~oiku. Graa�s (Qn)M =QMn on kahe tipu vahel serv parajasti siis, kui �uhele tipule vastavast vektoristsaab teisele tipule vastava vektori maatriksi M rida liites. See operatsioonei vii aga vaadeldavatest k~orvalklassidest v�alja. J�arelikult pole graaf (Qn)Msidus ega isomorfne graa�ga Qn. Q.E.D.6.2 Graa�d QMm;nEelnevas punktis kasutasime me korpuse Z2 omadustest vaid ringi omadusi.Seega peaks ilma suuremate probleemideta olema v~oimalik asendada ring Z2suvalise ringiga Zm. K�aesolevas punktis veendume, et see on t~oesti nii, kuivaid p~ohide�nitsiooni sobivalt t�aiendada.De�nitsioon 6.3 Olgu M n � n maatriks �ule ringi Zm. Graa�ks QMm;n ni-metame graa� tipuhulgagaV (QMm;n) = (Zm)nja servahulgagaE(QMm;n) = f(a; b)j b� a = k � c; c on maatriksiM rida; k 2 Zmnf0gg:Ka graa� \astendamise" de�nitsioon maatriksiga on sarnane eelmisespunktis toodule.De�nitsioon 6.4 Olgu antud graaf G tipuhulgaga V (G) = (Zm)n ning n�nmaatriks M elementidega ringist Zm. Graa�ks (G)M nimetame graa� tipu-hulgagaV ((G)M) = (Zm)nja servahulgagaE((G)M) = f(aM + s; bM + s)j (a; b) 2 E(G); s 2 (Zm)ng:�Ule saab kanda k~oik eelmise punkti tulemused.34



Lemma 6.4 Olgu M n� n maatriks �ule ringi Zm. SiisQMm;n = (Qm;n)M :Teoreem 6.5 Olgu M1 ja M2 n� n maatriksid �ule ringi Zm. Siis(QM1m;n)M2 = QM1M2m;n :Teoreem 6.6 Graa�d Qm;n ja (Qm;n)M on isomorfsed parajasti siis, kuimaatriks M on regulaarne.K~oigi nende tulemuste t~oestused on sarnased eelmise punkti vastavate tu-lemuste t~oestustega, kui lugeda v�aljendi \maatriksi M rida" asemel \maat-riksi M rea mittenullkordne".6.3 RakendusedPaneme t�ahele Teoreemi 6.3 ja Teoreemi 4.1 t~oestuste �ulesehituste sarna-sust { m~olemas oli teatav graaf osadel juhtudel isomorfne graa�ga Qn, osa-del juhtudel aga mitte, kusjuures mitteisomorfsus j�areldus vaadeldava graa�mittesidususest. Osutub, et Teoreem 4.1 on Teoreemi 6.3 erijuht.Peat�ukis 4 vaadeldud graa� Q0n de�neeriv maatriks onM 0 = 0BBBBBBBB@ 0 1 1 : : : 1 11 0 1 : : : 1 11 1 0 : : : 1 1: : :1 1 1 : : : 0 11 1 1 : : : 1 0
1CCCCCCCCA :T�ahistagu I n-j�arku �uhikmaatriksit ning J n � n maatrsiksit, mille k~oikelemendid on v~ordsed v�a�artusega 1 (k~oiki maatrikseid vaatleme �ule ringiZ2). SiisM 0 = J + I:Teoreemi 6.3 j�argi on graaf QM 0n isomorfne graa�ga Qn parajasti siis, kuimaatriks M 0 on regulaarne. Vaatleme maatriksi M 0 ruutu:M 0M 0 = (J + I)(J + I) = J2 + 2J + I2 = J2 + I:35



Lihtne on n�aha, etJ2 = ( O; kui n � 0 mod 2;J; kui n � 1 mod 2:SeegaM 0M 0 = ( I; kui n � 0 mod 2;J + I; kui n � 1 mod 2;j�arelikult on maatriks M 0 regulaarne parajasti siis, kui n on paarisarv, ole-megi saanud Teoreemi 4.1 v�aite.Teise n�aitena vaatleme veelkord 4. peat�ukis de�neeritud graafe Q00n ningk�aesoleva peat�uki alguses toodud vastavat maatriksitM 00. T�anu kolmnurkselkujul esitusele on maatriks M 00 automaatselt regulaarne, j�arelikult Qn ' Q00niga n korral, nagu n�agime ka peat�ukis 4.Vaadeldes permutatsioonigraa� konstruktsiooni, m�angib maatriksM per-mutatsiooni � rolli ning maatriksi j�ark langeb kokku vastava permutatsioonij�arguga. Permutatsioonigraa� P�(Qn) alusteks on graa�d Qn ning �(Qn) =QMn . M~olemal �ulalvaadeldud juhul on graa�ga Qn isomorfset graa� andvamaatriksi M multiplikatiivne j�ark 2. Seega osutub graaf P�(Qn) peat�ukis 3t~oestatu p~ohjal TT-graa�ks, kui n�aitame, et graa�del Qn ja QMn on samaautomor�smir�uhma transitiivne alamr�uhm.Selleks r�uhmaks sobibH = f�cj �c : (Z2)n ! (Z2)n : a 7! a+ c; c 2 (Z2)ng:Kohe on selge, et tegu on r�uhmaga teisenduste kompositsiooni suhtes, samution ilmne selle r�uhma transitiivsus hulgal (Z2)n. T~oestame, et k~oik r�uhma Helemendid on suvalise maatriksi M korral graa� QMn automor�smid (v~ottesM = I, saame vajaliku v�aite ka graa� Qn enda jaoks). T~oepoolest, olguc 2 (Z2)n ning (a; b) 2 E(QMn ). Viimane tingimus t�ahendab, et vektor b� aon maatriksi M rida. Et�c(b)� �c(a) = (b + c)� (a� c) = b� a;on ka (�c(b); �c(a)) 2 E(QMn ).Vastuse k�usimusele, mida teha juhul, kui permutatsiooni (maatriksi) j�arkon suurem kui 2, annab j�allegi punkt 3.3 { piisab vaid v~otta maatriksi j�argugav~ordne arv (v~oi selle kordne arv) aluseid.36



Permutatsioonigraa�de maatriksesituse veel �uhe rakendusena v~oib m�ar-kida permutatsioonigraa�de diameetri leidmist, nagu tehtud n�aiteks Lause4.2 t~oestuses. T~oepoolest, mainitud t~oestuses osutus oluliseks vaid teadmus,milliste tippudega samast alusest antud tipp �uhendatud on. Aluse Qn jaokskirjeldavad servi maatriksi I read (kuna ilmselt Qn = QIn), aluse QMn jaoksaga maatriksi M read.
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SummaryThe study of computer networks and corresponding graph-theoretical no-tions has to be suppurted by developing some good constructions as well.Good in the sense of this thesis means a collection of reqiurements, such asreasonably small valency, small diameter and possibility to extend the graphretaining the desired properties. Part of this goal can be achieved demandingvertex-transitivity of the graph, extending the graph can be done by applyingthe permutation graph construction. The present thesis goes even further: aconcrete family of graphs { the cubic graphs Qn { is speci�ed. Several ge-neralizations are treated and a common view to all of these generalizations{ the graphs QMm;n { is given. In order to support the main arguments thereare some additional concepts de�ned { distance enumerator and permutationproduct { having theoretical importance of their own as well.
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