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1 Sissejuhatus

Selle t66 eesmérgiks on luua uus funktsionaalne programmeerimiskeel Fu-
montrix, realiseerida sellele interpretaator ja uurida selle keele olulisemate
konstruktsioonide semantikat.

See keel peaks olema laisk ja puhtalt funktsionaalne, staatilise ja voi-
malikult tédpse tiiiibisiisteemiga, voimalikult poliimorfne, voimaldama mingil
mééral ka imperatiivset stiili kasutada ning olema loetav iilevalt alla (seega
programmis hiljem defineeritavaid identifikaatoreid ei tohiks enamasti saa-
da kasutada). Samuti ei tohiks peataseme skoop olla viiga erinev tavalisest
skoobist (seega suvalises alamskoobis peaks saama defineerida uusi andme-
tiilipe jne). Samas peaks tiitibikontroll jadma garanteeritult termineeruvaks.
T66s uurime moningaid erinevaid voimalusi nende eesméarkide saavutamiseks
ning Fumontrixis tehtud valikuid. Fumontrixi iildiseid pohimotteid vaatleme
peatiikis 2.

Fumontrixi eeskujuks on Haskell [1], mis on samuti laisk puhas funkt-
sionaalne keel ning milles on realiseeritud Fumontrixi interpretaator. Inter-
pretaatoris antakse enamikule siintaktilistele konstruktsioonidele semantika
funktsionaalsel kujul, kasutades ainult puhtalt funktsionaalseid andmestruk-
tuure (sh monaade, kuid mitte sisendit-véljundit), seega on sealt voimalik
vilja lugeda teatud liiki denotatsiooniline semantika. Sellest semantikast an-
name iilevaate peatiikis 7. Ka Fumontrixi siintaks on sarnane Haskelli omaga
ja seda vaatleme ldhemalt peatiikis 3.

Enamik olulisemaid Haskelli konstruktsioone voi nende alternatiivid on
ka Fumontrixis realiseeritud. Haskellil on moningaid puudusi, mida on Fu-
montrixis iiritatud korvaldada.

Haskellis on tiiiibitaseme programmeerimise voimalused piiratud. Ka GHC
laiendustes ([2], peatiikk 8) on selle kasutamine millegi muu kui tiiiibiklasside
jaoks kohmakas. Fumontrixis saab tiitibitasemel defineerida suvalisi lihtrekur-
siivseid funktsioone ning lisaks tiilipidele saab arvutada ka véartustega, kuid
ainult parameetriliselt poliimorfselt. Ka tiiiibiklassid on realiseeritud tiiiibi-
taseme funktsioonide abil, mis seavad tiiiibile vastavusse klassi eksemplari
vadrtuse selle tiitibi jaoks. Tiilibitaseme funktsioone vaatleme lihemalt pea-
tiikis 5.

Samuti on Haskellis korvalefektide kasutamine ebamugav. Haskell on pu-
has funktsionaalne keel ja korvalefektide jaoks kasutatakse monaade. Kor-
valefekte sisaldavaid vairtusi ei saa puhast védrtust ootavale funktsioonile
argumendiks anda sama lihtsalt kui mittepuhastes keeltes. Fumontrixis on
funktsiooni rakendamise operaator iile laaditud ja seda saab kasutada eri-
nevate monaadiliste vadrtuste kombinatsioonide korral, kus Haskellis tuleks
kasutada erinevaid funktsioone nagu 1iftM, ap jne. Seda voime vaadelda iihe



poliimorfismi liigina. Poliimorfismi vaatleme lahemalt peatiikis 6, kus uurime
erinevaid poliimorfismi liike ja nende kasutamise voimalusi.

Keeles on olemas ka universaalselt ja eksistentsiaalselt kvantifitseeritud
tiitibid, kus kvantorid voivad esineda suvalise tiiiibikomponendi iimber, mit-
te ainult tipmisel tasemel. Rakendamise hetkel tipmise taseme iildisuskvan-
toritega tiilipide véédrtusi on voimalik funktsiooni rakendamisel poliimorfselt
kasutada. Tiiiibisiisteemi olulisemaid iseéirasusi vaatleme peatiikis 4.

Toole on CD-plaadil (lisa 1) lisatud realiseeritud Fumontrixi interpretaa-
tori lahtekood koos monede néidetega. Selle kasutusjuhend on failis README.



2 Fumontrixi iildised pohimotted

2.1 Ulalt alla loetavus

Haskellis (ning ka Javas) on iihes deklaratsioonide nimekirjas (peatasemel,
let-avaldises, where-deklaratsioonis) olevad deklaratsioonid alati iiksteise
skoobis. Seega voivad iihes deklaratsioonis esineda viited nii iilal- kui all-
pool defineeritud muutujatele. See muudab koodi lugemise raskeks, kui iihes
skoobis on palju deklaratsioone, nagu peataseme skoobis tavaliselt on. Koodi
lugemisel on vaja pidevalt hiipata edasi-tagasi. Samuti voib programmeerija
kogemata tekitada rekursiooni, mida ta ei kavatsenud tekitada.

Haskellis ei saa ka defineerida uut muutujat eelmise samanimelise muu-
tuja kaudu. Sageli on vaja defineerida uus véartus, mille tdhendus on vé-
ga sarnane mingi varem defineeritud ja nimetatud véairtuse tdhendusega,
ning on kindel, et vanale vaartusele enam viidata vaja ei ole. Imperatiivsel
programmeerimisel saab sel juhul lihtsalt omistada muutujale uue vaartuse
Funktsionaalsel programmeerimisel tuleb defineerida uus muutuja. Vaatleme
jargmist pseudo-Haskelli avaldist:

let
r =x ‘mod‘ m
r = if r*2 < m then
r
else
r-m
in
fr

Haskellis nii ei lubata kirjutada, iithes let-avaldises ei lubata defineerida
mitut samanimelist muutujat. Seega peame kasutama mitut iiksteise sees
olevat let-avaldist:

let
r =x ‘mod‘ m
in let
r = if r*2 < m then
r
else
r -m
in



Nii lubatakse kiill Haskellis kirjutada, aga see ei ole vajaliku semantikaga,
kuna Haskellis on let-deklaratsioonid alati (potentsiaalselt) rekursiivsed ja
teises let-is vordusmaérgist paremal olevad muutuja r kasutused viitavad
rekursiivselt sellele samale teise let-i muutujale r, mitte esimese let-i omale.

Seega ei jad muud voimalust kui nimetada iiks muutujatest iimber, néi-
teks esimese r asemel rO voi teise r asemel r’. Programmeerija jaoks on
muutujanimede véljamotlemine ja meeldejdtmine suur vaev ning selliste sar-
naste tdhenduste ja nimedega muutujate nimed voivad kergesti segamini min-
na. Seega programmeerija voib kogemata kasutada vale muutujat, kuigi ta
teadis, et vaja on kasutada ainult viimasena defineeritud muutujat. Kui keel
lubaks defineerida mitu sama nimega muutujat, siis seda probleemi ei esineks,
kuna kéttesaadav on ainult viimane definitsioon.

Seetottu Fumontrixis on let-deklaratsioonid vaikimisi mitterekursiivsed
ning ithes let-avaldises saab defineerida mitu samanimelist muutujat. Két-
tesaadav on kasutamise kohale eelnevatest samanimeliste muutujate definit-
sioonidest viimane. Fumontrixis voib eelneva niite kirjutada nii:

let
r =x Y% m;
r = if (r*2 < m)
r
(r - m);
in
fr

Rekursiivse vaartuse defineerimiseks saab kasutada rec-deklaratsiooni:

let

rec ones : List Int =1 :: ones;
in

f ones

Seega Fumontrixis saab koodi lugeda iilevalt alla, kuna viidata saab vaid
eelnevatele definitsioonidele. Vaid rec-deklaratsiooni korral on voimalik vii-
data pooleliolevale definitsioonile, kuid sel juhul tuleb lisaks muutuja nimele
definitsiooni alguses deklareerida ka muutuja tiiiip. Seega kasutamise hetkeks
on muutuja tiiiip juba lugejale teada.

2.2 Tiiiibiinferents

Haskellis kasutatakse Hindley-Milneri tiiiibituletusalgoritmi ([1], jaotis 4.5).
Et eristada sellist unifitseerimist ja vorrandite lahendamist kasutavat tiiiibi-
tuletust tavalisest (lihtsamast) tiiiibituletusest, nimetame selles t66s esimest
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tiitibiinferentsiks. Tiitibiinferentsiga sarnast meetodit liikide méaramiseks ni-
metame liigiinferentsiks.

Hindley-Milneri tiitibiinferentsi korral méérab translaator paljudele muu-
tujatele ise tiiiibi, seega programmeerija ei pea alati tiiiibiannotatsioone li-
sama. Samas muudab see koodi lugemise raskemaks, kuna tiiiibiinferentsi
algoritmi peast rakendamine voib keerulisematel juhtudel liiga raskeks osu-
tuda. Samuti soltub muutuja tiilip tema kasutustest, mis voivad esineda koo-
dis selle definitsioonist palju hiljem. See ldheb vastuollu iilalt alla loetavuse
pohimottega.

Haskell lubab lisada muutujadefinitsioonidele tiiiibisignatuure, kuid nen-
de kasutamine ei ole kohustuslik. Funktsiooni tiiiibisignatuur peab sisalda-
ma ka tagastusvadrtuse tiiiipi, mis mitterekursiivsete funktsioonide korral ei
oleks tegelikult vajalik, kuna tagastusvaartuse tiiiibi saab lihtsalt argumen-
tide tiilipide jargi leida.

Fumontrixis (nagu ka GHC-s) on voimalik kasutada korgemat jarku uni-
versaalselt kvantifitseeritud tiiiipe. Uldjuhul on aga kérgemat jirku tiiiipide
korral tiiiibiinferents mittelahenduv ([2], jaotis 8.7.4.2). Ka GHC-s on vaja
teist ja korgemat jarku tiiiipide kasutamisel annotatsioonid lisada.

Seetottu Fumontrixis Haskelli stiilis tiilibiinferentsi ei kasutata. Selle ase-
mel tuleb A-seotud muutujate sissetoomisel tiiiibid juurde kirjutada. Naiteks:

succ = \ x : Int . x + 1

let- ja case-seotud muutujate korral tiitipi juurde pole vaja lisada (v.a rec-
deklaratsioonide korral), kuna seal on muutuja vadrtustamiseks kasutatav
avaldis kohe juures ja selle tiilip on teada.

Samuti ei ole Fumontrixis liigiinferentsi. Seega tuleb kvantoriga tiiiibi-
muutuja sissetoomisel lisada liigiannotatsioon. Liigiannotatsiooni voib &ra
jatta, kui liigiks on *.

2.3 Skoopide vordviairsus

Haskellis on peataseme skoop viiga erinev tavalisest alamskoobist. T1iiibiklas-
se, esindajaid, algebralisi andmetiiiipe, tiiiibistinoniiiime on voimalik definee-
rida ainult peatasemel. Seega need definitsioonid on koik globaalselt katte-
saadavad ja kogemata on voimalik mingis kohas kasutada definitsiooni, mida
tegelikult ei tohiks seal kasutada. Mingil mééral on moodulite abil voimalik
definitsioone peita, kuid véga véikesteks juppideks ei ole motet koodi tiikelda-
da, seega see on kasutatav pohiliselt suuremate alamskoopide jaoks. Samuti ei
ole {ithes Haskelli moodulis voimalik defineerida tiiiibiklassi, andmetiiiipi jne,
millega samanimeline olem (nimetame olemiks koiki asju, millele on véimalik
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koodis mingi identifikaatoriga viidata) on juba ménes kasutatavas moodulis
defineeritud (ja eksporditud).

Fumontrixis on tiiiibiklasse, tiiiibitaseme funktsioone, algebralisi andme-
tiilipe jne voimalik defineerida koigis skoopides — nii peatasemel kui let-
avaldistes. Samuti on voimalik defineerida uut olemit, mille nimi langeb kok-
ku mone olemasolevaga. Sellisel juhul alamskoobis enam vanale olemile selle
nimega viidata ei saa, kuid see voib jadda kaudselt kittesaadavaks.

2.4 Korvalefektid, erindid ja laiendatud tiiiibid

Paljudes keeltes voivad avaldiste védartused sisaldada lisaks tavalisele vasr-
tusele korvalefekte. Néiteks Java funktsioon, mille tagastusvéaértuse tiiiibiks
on boolean, voib enne toevadrtuse tagastamist teha mingeid korvalefekte
(muuta muutujate viirtusi, teha sisendit-véljundit jne) voi tagastada toe-
véadrtuse asemel midagi muud (nt erindi, monede teiste tiitipide korral ka
nullviida). Seega Java tiiiip boolean on véga erinev matemaatilisest (kahe-
elemendilisest) toevédrtustiiiibist. Samas voib ka Java funktsioon tagastada
toevédrtuse ilma erindita ja korvalefekte tegemata, seega Java tiilip boolean
sisaldab alamtiiiibina matemaatilist toevédartustiiiipi. Voime 6elda, et Javas
on kasutusel laiendatud toevaartustiiiip.

Kui tiiiibisiisteem toetab ainult laiendatud boolean-i, siis me ei saa lasta
tiiibisiisteemil staatiliselt kontrollida, et funktsiooni tagastusvaartus kuulub
puhta boolean-i tiilipi. Et garanteerida, et tagastusvéértus ei sisalda erin-
deid, on vaja késitsi kontroll koodi sisse kirjutada. Kuid sellisel juhul on voi-
malik tiiiibiveast teada saada alles parast koodi kiivitamist, seega tegemist
on diinaamilise tiitibikontrolliga.

Kui me soovime, et keel oleks staatilise tiiiibikontrolliga (nagu Haskell),
siis peaks ka puhast boolean-i ja laiendatud boolean-i saama staatiliselt
eristada, vastasel korral on tiiiibikontroll ainult pooleldi staatiline ja pooleldi
diinaamiline. Kui on olemas puhas boolean, siis sellest saab vajaduse korral
laiendatud boolean-i defineerida (néiteks monaadide abil), vastupidine ei ole
aga voimalik nii, et staatiline tiiiibikontroll siiliks.

Vaatleme, milleks on kasulik, kui on olemas puhas boolean (mitte ai-
nult laiendatud boolean). Niiteks olgu tegemist kriiptoloogilise teegiga. Seal
on mingi funktsioon, mis kasutab salajasi andmeid ja tagastab kasutajale
ainult iihe biti informatsiooni. Kasutaja voib olla pahatahtlik ja iiritab sala-
jaste andmete kohta infot saada. Kui funktsiooni tagastustiiiibiks on puhas
boolean, siis ta ei saa iihe paringuga kétte rohkem kui iihe biti salajast in-
formatsiooni. Kui funktsiooni tagastustiiiibiks on laiendatud boolean, siis
ta voib turvaauke dra kasutades panna funktsiooni tagastama erindit, mis
sisaldab palju rohkem kui {ihe biti salajast informatsiooni.
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Vaatleme Java naidet:

class BlackBox {
private Biglnteger secret;

BlackBox(BigInteger secret) {
this.secret = secret;

3

public boolean f(Biglnteger x) {
if (x.equals(new BigInteger("1000666"))) {
throw new RuntimeException(secret.toString());

3

return x.compareTo(secret) < 0;

class Adversary {
public static BigInteger attack(BlackBox box) {
try {
boolean dummy = box.f(new BigInteger("1000666")) ;
} catch (RuntimeException e) {
return new BigInteger(e.getMessage());

3

return null;

class Test {
public static void main(String[] args) {
BlackBox box = new BlackBox(
new BigInteger ("123456789123456789123456789")) ;
System.out.println("Adversary.attack(box) = "
+ Adversary.attack(box));

}

Siin defineeritakse must kast box, mis sisaldab salajast informatsiooni (se-
da hoitakse piiramatu suurusega téisarvulises muutujas secret), kuid selle
salajase véartuse kohta on voimalik infot saada ainult funktsiooni f kaudu.
See funktsioon saab sisendiks piiramatu suurusega tdisarvu x ning tulemuse

12



tiilibi boolean jérgi peaks tagastama vadrtuse, mis sisaldab maksimaalselt
ithe biti infot kastis oleva salajase véértuse kohta.

Antud néites on aga funktsiooni £ koodi sokutatud tagauks, mis teatud
argumendi x véartuse korral viskab erindi, mis sisaldab kogu salajase info.
Seda tagaust kasutab meetod Adversary.attack, et mustast kastist ainult
ithe paringuga kogu salajane info kétte saada. See on voimalik seetottu, et
Javas on voimalik nn run-time erindeid visata suvalisest meetodist ilma seda
meetodi tiiiibis (péaises) deklareerimata. Kui funktsiooni tiiiibiga oleks voima-
lik erindite viskamine téiesti dra keelata, siis oleks voimalik vélistada sellise
tagaukse koodi sokutamine.

Seetottu Fumontrixis ei kasutata implitsiitselt laiendatud (v.a L-ga) tiiii-
pe ning voimalik korvalefektide voi erindite sisaldumine on tiiiibist nédha.

2.5 Imperatiivne stiil

Moningaid algoritme on lihtsam kirja panna imperatiivses stiilis kui funkt-
sionaalses. Seega voiks funktsionaalne keel sisaldada ka voimalusi impera-
tiivse stiili kasutamiseks, néiteks muudetavaid viitasid ja massiive. Haskellis
on selleks olemas 10- ja ST-monaad (IO-monaadi kohta vt [3], peatiikk 2).
ST-monaadi korral kontrollitakse tiilibisiisteemi abil, et viitasid ja massiive
kasutatakse ainult selles loimes, kus need on defineeritud ning alles pérast
nende defineerimist. ST-monaadist on voimalik arvutuse tulemust ohutult
kétte saada, kuna arvutus toimub eraldi l16imes, mis on voimalik lopuni jook-
sutada ning kuhugi mujale viiteid selle 16ime seisundile ei jad. IO-monaadist
vadartusi ohutult kétte ei saa. Seega puhtas funktsionaalses keeles oleks im-
peratiivsete arvutuste jaoks parem kasutada ST-monaadi.

Ka Fumontrixis on ST-monaad realiseeritud ning selles saab kasutada
(lugeda ja kirjutada) viitasid ja massiive. Selleks kasutatakse sisemiselt Has-
kelli IO-monaadi ja arvutuse vadrtus saadakse kétte unsafePerformI0 abil,
kuid Fumontrixi tiiiibisiisteemi abil kontrollitakse, et kasutada saaks ainult
ohutuid arvutusi, mis on jooksutatavad eraldi loimes.

Jaotises 6.5 vaatleme monaadiliste vadartuste poliimorfismi, mis muudab
Fumontrixis imperatiivse stiili kasutamise mugavamaks.

2.6 Anoniiiimsed funktsioonid ka tiiiibitasemel

Fumontrixis on olemas tiiiibitaseme funktsioonid. Erinevalt GHC-st on Fu-
montrixis tiiiibitaseme funktsioonid first-class. Neid saab luua ka ilma nime
andmata (anoniiiimsete funktsioonidena), isegi kui tegemist on (liht)rekur-
siivse funktsiooniga, ning neid saab anda argumendiks teistele tiiiibitaseme
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funktsioonidele. See sdistab teatud juhtudel programmeerijat nimede vél-
jamotlemise ja meeldejétmise vaevast ning koodi hakkimisest. Fumontrixi
tiiiibitaseme funktsioone vaatleme lahemalt jaotises 5.1.
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3 Siintaks

3.1 Vordlus Haskelliga

Fumontrixi siintaks on mingil mé#ral sarnane Haskelli omaga, kuid seal on
moned olulised erinevused.

Erinevalt Haskellist ei kasutata reavahetusi ja treppimist siintaksi osa-
na. Reavahetuse asemel kasutatakse (deklaratsioonide, valikualternatiivide
jne) nimekirjas eraldajana semikoolonit. Nimekirja l6petamiseks kasutatakse
negatiivse treppimise asemel votmesona end voi, kui nimekiri ei asu konst-
ruktsiooni 16pus, siis monda muud votmesona (let-konstruktsiooni korral
néiteks in). Nimekirja viimase elemendi jérel on semikoolon lubatud, kuid
mitte kohustuslik.

Fumontrixis kasutatakse A-avaldises noole asemel punkti nagu lambdaar-
vutuses. See vihendab vajadust sulgude jérele, kuna néidise annotatsiooniks
olevas tiitibiavaldises voidakse kasutada noolt funktsioonitiiiibi tdhistamiseks
ja see voiks segi minna A-avaldise noolega. Punkti kasutatakse ka kvantorite
korral nagu GHC-ski.

Erinevalt Haskellist on Fumontrixis kvantoritega seotud muutujate nimed
suure algustdhega, kuna kvantoritega sissetoodud muutujad on Fumontrixis
sarnased algebraliste andmetiiiipide konstruktoritega (neid saab kasutada sa-
mades kontekstides, néiteks tiiiibiavaldistes voi tiiiibindidistes). Kvantoriga
sissetoodud konstruktori abil konstrueeritavad tiiiibid on erinevad koigist va-
rem skoobis olnud tiiiipidest.

Thiiibistinoniiiimide nimed on Fumontrixis viikese algustihega nagu and-
metaseme vidrtuste stinoniiiimid (andmetaseme muutujad). Nende sissetoo-
mine ei tekita uusi tiitipe voi vadrtusi, vaid annab lihtsalt olemasolevale tiiii-
bile v&i vadrtusele (uue) nime.

Tiiiibiklasside nimed on Fumontrixis véikese algustdhega, kuna Fumon-
trixis tahistab tiitibiklassi nimi selle tiiiibifunktsiooni nime, mis seab igale
klassi tiiiibile (esindajale) vastavusse klassi eksemplari (klassi véédrtuse (mis
tavaliselt on mingi funktsioonide kogum) realisatsiooni antud tiiiibi jaoks).

3.2 Siintaksi iilevaade
3.2.1 Siintaktilised kategooriad

Jargnevates alajaotistes on erinevate siintaktiliste kategooriate elemente ta-
histavad muutujad jérgnevate nimedega (millele voivad lisanduda indeksid):
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muutuja (siinoniiiim)
konstruktor
taisarvkonstant
lihtrekursiooni identifikaator
avaldis
tiitibiavaldis
liigiavaldis
naidis
tiitibinaidis
tiiibiklassi nimi
deklaratsioon
andmekonstruktori kirjeldus
valikualternatiiv
tiiiibitaseme valikualternatiiv  tca

Selles peatiikis vaatleme ainult siintaksit, semantikat vaatleme peatiikis

LROIT FTOLI QR

Q
IS}

3.2.2 Kommentaarid

Fumontrixis on kahte liiki kommentaare. Stimbol # alustab kommentaari, mis
jatkub jooksva rea lopuni. Suvalise pikkusega kommentaarid paiknevad /* ja
x/ vahel.

3.2.3 Muutujad ja konstruktorid

Muutujateks on identifikaatorid, mis algavad viiketdhe voi alakriipsuga, ning
konstruktoriteks on identifikaatorid, mis algavad suurtdhega.

Lisaks saab siintaktilise suhkruna kasutada infiksoperaatoreid. Nii nagu
GHC-s, loetakse kooloniga algavad infiksoperaatorid konstruktoriteks ja iile-
jaanud muutujateks. Kasutada saab ka infiksoperaatorite vasakut ja paremat
loiget, néiteks (1 -) voi (/ 2).

Infiksoperaatorite prioriteedid ja assotsiatiivsus on Fumontrixis sisse ehi-
tatud ja seda programmeerija muuta ei saa. Koik infiksoperaatorid peale
aritmeetikatehete + - * / ja % (jadgi leidmine) on paremassotsiatiivsed ning
ithe ja sama madala prioriteediga. Tehted + ja - on vasakassotsiatiivsed ja
keskmise prioriteediga ning tehted * / % on vasakassotsiatiivsed ja korge
prioriteediga.
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3.2.4 Avaldised

Fumontrixis on olemas jargmised avaldisekonstruktsioonid:

muutujaavaldis

konstruktoravaldis

taisarvkonstant

funktsioonirakendamine

poliimorfse vaartuse spetsialiseerimine
avaldise tiiiibiannotatsioon
A-abstraktsioon

poliimorfne avaldis (parameetriline)
poliimorfne avaldis (tiitibiklassiga)
eksistentsiaalseks pakkija (parameetriline)
eksistentsiaalseks pakkija (tiitibiklassiga)
valikuavaldis

let-avaldis

tiitibitaseme avaldis

x

C

n

€1 €2

e $:t

e :t
\'p:t.e
forall C : k . e
forall ¢ C : k . e
exists C' : k . ¢
exists ¢ C' : k . t

case e of cay; .; ca, end
let d;; .; dy, in e
type ¢

Valikualternatiivid on kujul p -> e. Siintaktilise suhkruna on lisaks ole-
mas do-avaldised, mida vaatleme ldhemalt jaotises 6.5.2.
Liigiannotatsiooni voib liigi * korral dra jatta (koos eelneva kooloniga).

3.2.5 Naidised

Fumontrixis on olemas jargmised néidisekonstruktsioonid:

muutujanaidis x
konstruktornéidis Cpr ... pa
taisarvnéaidis n

eksistentsiaalne niidis exists C' : k. p
topeltnaidis 1 @ po
ignoreerimisnéidis _

Liigiannotatsiooni voib liigi * korral dra jitta (koos eelneva kooloniga).
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3.2.6 Tiuiibiavaldised

Fumontrixis on olemas jargmised tiiiibiavaldisekonstruktsioonid:

muutujaavaldis x

konstruktoravaldis C

taisarvutiilip Int
funktsioonirakendamine t1 to
funktsioonitiiiip t1 —> 1o
universaalne tiiiip (parameetriline) forall C' : k . t
universaalne tiitip (tiiiibiklassiga) forall ¢ C' : k . t
eksistentsiaalne tiilip (parameetriline) exists C : k . t
cksistentsiaalne tiilip (tiitibiklassiga) exists ¢ C : k . t
lihtrekursiivne péérdumine rec:f t
mitterekursiivne A-abstraktsioon Nz : k.t
lihtrekursiivne A-abstraktsioon \z : krec:f k.t
valikuavaldis case t of tcay; ...; tca, end
tiitibitaseme vaartus value ¢

avaldise tiiiip typeof e

avaldise tiiiip ilma tipmiste monaadideta basetypeof e

Tiiiibitaseme valikualternatiivid on kujul tp -> t.

Liigiannotatsiooni voib liigi * korral #ra jitta (koos eelneva kooloniga).
Lihtrekursiivses A-abstraktsioonis teise liigiannotatsiooni ees koolonit ei ole,
kuid selle annotatsiooni voib ka &dra jatta liigi * korral.

Samuti voib rec: f asemel kirjutada lihtsalt rec, kui soovitakse lihtre-
kursioonile nime mitte anda.

3.2.7 Tiilibinaidised

Fumontrixis on olemas jargmised tiiiibindidisekonstruktsioonid:
muutujanaidis x

konstruktornéidis Ctpr ... tpn
funktsiooninaidis (tpy => tpe)
taisarvutiiiibindidis Int
ignoreerimisndidis ~ _

3.2.8 Liigiavaldised

Fumontrixis on olemas jargmised liigiavaldisekonstruktsioonid:
tiiip *
vaartus Q
funktsioonilitk &k -> ks
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Erinevalt Haskellist on olemas liik véddrtus, mis voimaldab ka tiiiibitasemel
andmetaseme vaartustega arvutada.

3.2.9 Deklaratsioonid

Fumontrixis on olemas jargmised deklaratsioonikonstruktsioonid:

sidumisdeklaratsioon p=ce

rekursiivne sidumisdeklaratsioon recp :t=ce

algebralise andmetiiiibi definitsioon data C' Cy ... C,, = dcy | ... | dec,
tiitibitaseme sidumisdeklaratsioon type © =t

klassideklaratsioon class c t

monaadi sissetoomise deklaratsioon newmonad C

monaadi eemaldamise deklaratsioon unmonad C

monaadide kaotamise deklaratsioon nomonads
Andmekonstruktorite kirjeldused on kujul C' t; ... t,.
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4 Tiiilibisiisteemist

4.1 Fumontrixi tiiiibisiisteemist iildiselt

Fumontrixi tiiiibisiisteemis on voimalik tiilipe koostada baastiiiibi Int, tiiiibi-
konstruktorite, iildisuskvantorite ja olemasolukvantorite abil. Sarnaselt Has-
kelliga klassifitseeritakse tiiiibitaseme objektid liikidesse, kuid erinevalt Has-
kellist on Fumontrixis olemas ka liik @, mis tahistab tiiiibitasemel kasutatavat
andmetaseme vaartust.

Erinevalt Haskellist ei kasutata Fumontrixis tiiiibiinferentsi ning tiitipi-
de méaramiseks vajalik info saadakse pohiliselt A-abstraktsioonides néidise-
le lisatud tiiiibiannotatsioonidest. Uldisuskvantori avamiseks on Fumontrixis
operaator $:, mis avab tipmise taseme iildisuskvantori ja vadrtustab sellega
seotud muutuja antud tiiiibiga. Kuna avatakse koige tipmine {ildisuskvantor,
siis erinevalt GHC-st (kus kvantori avamiseks tuleb lisada annotatsioon, kus
kogu tiiiibiavaldis on imber kirjutatud ning koik vaadeldava muutuja esine-
mised asendatud (iihe ja sama) soovitud tiiiibiga) on Fumontrixis kvantorite
jarjekord oluline. Seega tiiiibid

forall A. forall B. A -> B
forall B. forall A. A -> B
forall A. A -> (forall B. B)

on Fumontrixis koik erinevad, erinevalt GHC-st, kus analoogilised tiiiibid
(vaid kvantifitseeritud muutujad on véikese tdhega) on koik vordsed ja GHC
teisendab need automaatselt kujule

forall a b. a -> b

Fumontrixis ei oleks selliseid automaatseid teisendusi voimalik teha, kuna see
muudab tiitibiavaldise semantikat (operaator $: kéitub nendel kolmel juhul
erinevalt).

4.2 Baastiiiibid

Fumontrixis on sisseehitatud taisarvutiiiip Int (piiramatu suurusega téis-
arvud, vastab Haskelli tiitibile Integer). Funktsioonitiiiibi noolt ei vaadel-
da Fumontrixis eraldi konstruktorina, funktsioonitiiiibi konstruktsioon t; ->
to on eraldi konstruktsioon, mitte infiksoperaatori kasutus. See véaldib mo-
ningaid probleeme. Vastasel korral oleks niiteks voimalik konstruktor (A
->) monaadiks defineerida ja selle juhu arvestamine teeks monaadiliste véér-
tuste poliimorfismi semantika keeruliseks.
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Lihtsuse huvides on esialgu keelest vilja jadetud ujukomaarvud ning mérgi-
ja stringitiiiibid. Vajadusel saab téisarvutiiiipi kasutada mérgitiitibina, kuju-
tades mérki tdisarvuna, mis vastab selle Unicode’i koodile. Stringid oleks siis
lihtsalt taisarvude listid.

4.3 Tilbikonstruktorid

Fumontrixis on tiilibikonstruktoreid voimalik sisse tuua data-deklaratsiooni-
ga (algebralised andmetiiiibid), exists-néidisega (olemasolukvantoriga seo-
tud konstruktor) voi forall-avaldisega (iildisuskvantoriga seotud konstruk-
tor).

Nende konstruktorite semantika on {ihesugune. Konstruktorile seatakse
vastavusse unikaalne identifikaator (UID), mis on taisarv alates 1-st. Koigi
skoobis eksisteerivate konstruktorite (sh nende, mis on teise samanimelise
konstruktori tottu varjatud) UID-d on erinevad.

Lisaks sellele on keelde sisse ehitatud tiitibikonstruktor ST (ST-monaadi
jaoks), mille UID on negatiivne (—2). Kui tulevikus lisanduvad keelde muud
sisse ehitatud tiitibikonstruktorid, siis need on samuti negatiivse UID-ga. UID
—1 on reserveeritud I0-konstruktori jaoks, mida praegu keeles ei ole.

4.4 Universaalselt kvantifitseeritud tiiiibid

Fumontrixis on olemas universaalselt kvantifitseeritud tiitibid (vt [4], peatiikk
4) kujul forall C : k . t[C] ja forall ¢ C : k . t[C]. Uldisuskvanto-
rid voivad esineda suvalise tiiiibikomponendi timber, mitte ainult tipmisel
tasemel.

Universaalset tiilipi véédrtuse loomiseks tuleb kasutada forall-avaldist,
mis toob sisse uue muutuja, mis on skoobis selle avaldise piires. Naiteks

f =forall A .\ x : A .
let
ys = (x :: x :: Nil) : List A
in
head ys;

Uldisuskvantoriga seotavat muutujat saab skoopi tuua ka GHC-s:

f :: forall a. a > a
fx-=
let
ys :: [al
ys = [x,x]
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in
head ys

Nendes néidetes muutujad A ja a on skoobis funktsiooni f definitsiooni kehas
ning parameeter x on seal monomorfset tiiiipi A voi a, samuti on monomorfset
tiiiipi ys, millele annotatsioon on lisatud.

GHC-s on vaja tiiiibiparameetri nime skoopi toomiseks vaja tingimata
kasutada tiiiibisignatuuri (ja seega tuleb deklareerida ka tagastusvéartuse
tiitip). Kui viimases niites signatuur dra jitta, siis GHC seda enam ei akt-
septeeri (isegi, kui néidisele x annotatsioon lisada (x :: a)), kuna muutuja
a ei ole siis skoobis (ning samuti ei sobi signatuuri [a] poliimorfne inter-
pretatsioon forall a. [a]). Fumontrixis piisab ainult argumentide tiitipide
deklareerimisest, tagastusvadrtuse tiilipi pole vaja deklareerida.

Fumontrixis iildisuskvantori ilmutatult avamiseks kasutatavat operaato-
rit vaatlesime juba jaotises 4.1. Poliimorfse funktsioonirakendamise kaigus
toimub ka automaatne {ildisuskvantorite avamine, kuid ainult funktsiooni ja
argumendi tipmisel tasemel. Seda vaatleme ldhemalt jaotises 6.4.

4.5 Eksistentsiaalsed tiiiibid

Fumontrixis on olemas eksistentsiaalsed tiiiibid (vt [4], peatiikk 5) kujul
exists C' : k . t[C]jaexists ¢ C : k . t[C].

Eksistentsiaalset tiitipi vadrtuse loomiseks tuleb kasutada pakkimisfunkt-
siooni, mis on siintaktiliselt samal kujul nagu tulemuseks olevat eksistent-
siaalset tiitipi tdhistav tiiiibiavaldis. Pakkimisfunktsiooni tiiiibiks (tiitibiklas-
siga juhul) on
forall ¢ C' : k . t[C] -> (exists ¢ C' : k . t[C]).

Eksistentsiaalset tiilipi vaartust voib vaadelda kui paari tiiiibiparameet-
rist C' ja tiilipi ¢[C] vaidrtusest. Fumontrixi semantikas on tiiibiparameetri
asemel tiiiibiklassi ¢ eksemplari vadrtus tiiiibi C' jaoks. Seega eksistentsiaalne
tiilip on paar kahest védrtusest. Parameetrilise (ilma tiiiibiklassita) kvantifit-
seerimise korral on eksemplari védrtuse asemel iihiktiiiibi element, mis infot
ei sisalda.

Eksistentsiaalset tiilipi vadrtusi automaatselt ei avata, seega ainuke voi-
malus sealt info kédttesaamiseks on kasutada exists-néidist
exists ¢ C' : k . p,mis lisab konteksti uue tiiiibikonstruktori C' ning muu-
dab selle klassi ¢ esindajaks, lisades C' jaoks klassi ¢ eksemplari, mis on vordne
eksistentsiaalse vadrtuse sees olnud eksemplariga. Eksistentsiaalse tiiiibi sees
olnud vééartuse jaoks kasutatakse naidist p.

Erinevalt GHC-st on voimalik olemasolukvantoreid kasutada suvalise tiiii-
bikomponendi timber (GHC-s ainult seoses algebraliste andmetiiiipidega, vt
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[2], jaotis 8.4.4).
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5 Tiilibitaseme programmeerimine

5.1 Tiiiibitaseme funktsioonid Fumontrixis
5.1.1 Tiilibitaseme funktsioonid

Vaatleme niiiid, millised on tiiiibitaseme funktsioonide kasutamise voimalu-
sed Fumontrixis. Erinevalt Haskellist, kus keerulisemaid tiitibitaseme funkt-
sioone tuleb defineerida tiiiibiklasside kaudu loogilise programmeerimise stii-
lis implikatsioonidena ([2], jaotis 8.6.3, kéesolevas toos vaatleme neid l&he-
malt jaotises 5.3), on Fumontrixis tiiiibitaseme funktsioonide defineerimiseks
eraldi konstruktsioonid ja neid saab defineerida funktsionaalse programmee-
rimise stiilis A-abstraktsioonina nagu andmetaseme funktsioonegi.

Defineerime néiteks tiitibitaseme funktsiooni, mis seab toevéartustiiiibile
vastavusse taisarvutiiiibi, taisarvutiiiibile toevéaartustiiiibi ning koigile teiste-
le tiiiipidele iihiktiiiibi:

type tfll = \ a .

case a of
Bool -> Int;
Int -> Bool;
_ => Unit;
end;

Néeme, et tiiiibitaseme funktsioone defineeritakse A-abstraktsiooniga na-
gu andmetaseme funktsioonegi ning tiiiibitasemel saab tiilipide sisse vaada-
ta case-konstruktsiooniga sarnaselt andmetasemega. case-konstruktsioon ei
pea katma koiki voimalusi — kui eelmisest definitsioonist viimane valikual-
ternatiiv dra jatta, siis tuleks funktsiooni tf11 rakendamisel mingile muule
tiiiibile kui Bool voi Int tiilibiviga, nagu andmetasemel tuleb analoogilisel
juhul L.

Samuti ndeme, et tiiiibitaseme funktsioonile nime andmiseks saab kasu-
tada type-deklaratsiooni. Seda saab kasutada ka muude tiiiibitaseme objek-
tide (tiitipide, vadrtuste jne), mitte ainult funktsioonide jaoks. Antud juhul
oli tegemist kdige lihtsama tiiiibitaseme funktsiooniga (liiki * -> *), mis tei-
sendab tavalise tiitibi (liiki *) tavaliseks tiiiibiks.

Fumontrixis saab defineerida ka keerulisemaid tiitibitaseme funktsioone,
néiteks liiki * => * => *, (x => *) => *v0oi ((* => %) => *) => * => *,

Erinevalt Haskelli tiiiibiklassidega defineeritud tiiiibitaseme funktsiooni-
dest saab Fumontrixi tiiiibitaseme funktsioone kasutada ka tiiiibiannotatsioo-
nides. Naiteks:

f13 = \ x : tf1l1 Bool . x + 3;
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Siin on annotatsioonis kasutatud Int asemel tf11 Bool.

5.1.2 Viirtustega arvutamine tiiiibitasemel

Tiiiibitasemel saab arvutada lisaks tiilipidele ka véartustega, tiiiibitaseme
vadrtuse liik on @. Seega on kasutatavad ka tiilibitaseme funktsioonid liiki
@ -> @ (sarnaneb andmetaseme funktsioonidega), * -> @ jne.

Defineerime néiteks taisarvu ruudu arvutamise funktsiooni:

type tf12 = \ a : @ .
value (type a) * (type a);

Siin tuleb médrata argumendi a liik @, kuna vaikimisi on liigiks *. Argumendi
tiilipi ei ole tiilibitaseme funktsiooni korral vaja méérata, see funktsioon on
kasutatav koikide tiiiipide véartuste jaoks, mille korral ei tule funktsiooni
kehas tiilibiviga, ehk antud juhul ainult tdisarvude jaoks, kuna korrutustehe
on defineeritud ainult téisarvude jaoks (ujukomaarve Fumontrixis ei ole).

Siin kasutatakse ka votmesonu type ja value, mis on vajalikud tiiiibi-
taseme ja andmetaseme vahel liikumiseks. Need konstruktsioonid ulatuvad
stintaktiliselt nii kaugele paremale kui voimalik (nagu let-konstruktsiooni
vOotmesona in jérel olev osa).

Votmesona type muudab tiiiibitaseme véértuse (liiki @) andmetaseme
vadrtuseks, mida saab néiiteks anda argumendiks andmetaseme funktsioonile
(kui see vadrtus on oiget tiiiipi). Viimases néites * on andmetaseme funkt-
sioon, kuid a on tiilibitaseme vadrtus, seega lihtsalt a * a ei saa kirjutada.

Votmesona value muudab andmetaseme vadrtuse tiilibitaseme vaartu-
seks (liiki @). Viimases ndites on see vajalik, kuna tiiiibitaseme funktsioon
saab tagastada ainult tiiiibitaseme vaartust (voi muud tiiiibitaseme objekti),
aga mitte andmetaseme véartust.

Erinevalt Haskellist on Fumontrixis olemas ka votmesona typeof, mis
voimaldab kasutada avaldise tiiiipi ja sellega arvutada ning néiteks annotat-
sioonides kasutada. Naiteks

type argtype = \ a : @ .
case typeof type a of (arg -> res) -> arg end;
f14 = \ x : argtype (value (+)) . x + x;

Siin defineerime koigepealt funktsiooni argtype, mis leiab monomorfse and-
metaseme funktsiooni argumendi tiiiibi. Kasutades seda funktsiooni, saame
funktsiooni £14 argumendi tiiiibi méadrata selles kasutatava funktsiooni (+)
argumendi tiiiibi pohjal nagu tiitibiinferentsi korral. Praegusel juhul on kiill
lihtsam argumendi tiiiip Int valja kirjutada, aga keerulisema tiiiibi korral
voib argtype olla mugavam kasutada.
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5.1.3 Tiilibitaseme lihtrekursiivsed funktsioonid

Fumontrixis on voimalik tiiiibitasemel defineerida ka rekursiivseid funktsioo-
ne. Erinevalt GHC-st, kus vajaliku laienduse sisseliilitamisel on voimalik kir-
jutada funktsioone, mis ldhevad 16pmatusse rekursiooni (vt jaotist 5.3.3),
on Fumontrixis tiiiibitasemel kasutatav ainult lihtrekursioon iile tiitipide (nii
lihtsate kui ka keerulisemat liiki tiilipide). See garanteerib tiiiibikontrolli ter-
mineeruvuse, samas lihtrekursioonist peaks piisama enamiku kasulike tiiiibi-
taseme funktsioonide realiseerimiseks.

Lihtrekursioon tdhendab, et funktsiooni vaartuse arvutamiseks mingil ar-
gumendil voib selle sama funktsiooni (rekursiivselt arvutatud) vaértusi kasu-
tada ainult selle argumendi komponentide (vahetute voi mitte) jaoks. Néiteks
funktsiooni arvutamiseks argumendil

List (Tuple3 (Pair Int Bool) Unit Int)
voib kasutada selle sama funktsiooni véartusi argumentidel
Tuple3 (Pair Int Bool) Unit Int

Pair Int Bool
Unit
Int
Bool

Defineerime néiteks tiiiibitaseme unaarsed naturaalarvud ning liitmise ja
korrutamise nendel:

data Zero;
data Succ A;

type tfSum = \ a . \ b rec .

case b of

Zero -> a;

Succ b’ -> Succ (rec b?);
end;

type tfProd = \ a . \ b rec .

case b of

Zero -> Zero;

Succ b’ -> tfSum (rec b’) a;
end;
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Nii tfSum kui tfProd on rekursiivsed oma teise argumendi suhtes. Lihtrekur-
siivse tiilibitaseme funktsiooni defineerimiseks kasutatakse votmesona rec
A-abstraktsiooni péises. Sama votmesona kasutatakse ka rekursiivse funkt-
siooni kehas selle funktsiooni rekursiivselt arvutatud vaartuse kasutamiseks
(toodud niites rec b’ leiab funktsiooni véértuse argumendil b?).

Viimases néites oli rekursiivse tiiiibitaseme funktsiooni tagastusvéartus
liikki *. Kui tagastusvéaartus on mingit teist liiki, siis tuleb see liik A-abstrakt-
siooni péaises mérkida, et hiljem rekursiivselt arvutatud vaédrtuse kasutamisel
(rec-konstruktsiooniga) oleks selle liik teada (kuna Fumontrixis liigiinferentsi
ei toimu). Naiteks

type typeNatToValue = \ a rec @ .

case a of

Zero -> value O;

Succ b -> value 1 + (type rec b);
end;

See funktsioon teisendab tiilibitaseme téisarvu andmetaseme téisarvu kujule.
Kuna tulemus on liiki @, siis on see A-abstraktsiooni piises mérgitud.

Vaatleme veel, kuidas kahekordset lihtrekursiooni kasutada. Defineerime
néiteks tiiiibitaseme funktsiooni, mis arvutab m-korda-n-elemendilise korru-
tustabeli elementide summa, simuleerides rekursioonidega tsiikleid iile natu-
raalarvude:

type tfProdSum = \'m . \ n .
(\ a rec:outer * -> * . \ b rec
case b of
Zero ->
case a of
Zero ->
Zero;
Succ a’ >
rec:outer a’ n;
end;
Succ b’ >
rec b’ ‘tfSum‘ (a ‘tfProd‘ b);
end
) m n;

Siin on viélise rekursiooni jaoks lisatud votmesonale rec kooloniga identi-
fikaator outer. Seda kooloniga notatsiooni kasutatakse nii rekursiivse A-
abstraktsiooni péaises kui selle rekursiooni poolt eelnevalt arvutatud vaartuste
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kasutamisel. Sisemise rekursiooni jaoks ei ole vaja identifikaatorit kasutada,
kuna tavaline rec viitab koige sisemisele ilma nimeta rekursioonile, mis on
antud skoobis kéttesaadav. (Seega voib ka sisemisele rekursioonile nime anda
ja vilimise nimeta jétta.)

Fumontrixis saab lihtrekursiooni kasutada ka iile keerulisemat liiki tiitipi-
de. Defineerime niiteks unaarsed tiiiibitaseme naturaalarvud, millel on lisaks
iiks iileliigne argument. Neid saab kasutada niiteks iihikuga suuruste jaoks.
See iileliigne argument on siis suuruse vidrtus ning unaarne tiitibitaseme na-
turaalarv valjendab suuruse iihikut: null — dimensioonita suurus, iiks —
meeter, kaks — ruutmeeter jne. Suuruse iihik on siis tiiiibitasemel staatiliselt
teada, erinevalt selle véadrtusest, mis leitakse diinaamiliselt.

data FZero B = FZero B;
data FSucc (A : * => *x) B = FSucc B;

type tfFSum = \ a : * => x . \ b : * => % rec * -> * .

case b of

FZero -> a;

FSucc b’ —-> FSucc (rec b’);
end;

Siis saab kasutada néiteks avaldist
FSucc 3 $: (tfFSum (FSucc FZero) (FSucc (FSucc (FSucc FZero)))),

mis defineerib viienda astme (siin on viis FSucc konstruktorit) iithikuga suu-
ruse, mille vairtus on 3.

Fumontrixis funktsionaalset liiki tiiiibindidiste kasutamisel tuleb arvesta-
da, et siin ei kehti ekstensionaalsuse printsiip. Ekstensionaalsuse korral keh-
tiks samavéarsus \z.f x = f, st funktsiooni semantika oleks médratud tema
véaartustega koigil voimalikel argumentidel. See muudab ebapraktiliseks (16p-
liku, kuid suure mé#dramispiirkonna korral) voi mittelahenduvaks (1opmatu
médramispiirkonna korral) funktsioonide vordsuse kontrollimise. Seetottu on
tiitibitasemel funktsionaalsete néidiste kasutamiseks Fumontrixis tiitibitase-
mel ekstensionaalsusest loobutud. Seega funktsioonid FZero ja
\ x . FZero x on erinevad (kuigi ekstensionaalselt vordsed) ning esimene
neist sobitub néidisega FZero, kuid teine mitte. Fumontrixi andmetasemel
siiski ekstensionaalsus kehtib.

Ka GHC-s ei kehti tiitibitasemel ekstensionaalsus. Nimelt tiiiibistinoniiii-
me ei saa defineerida tiiiibiklassi elementideks. Néaiteks

class C (a :: * -> %)
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type F = Either Int

type G a = Either Int a
——instance C G -- ei ole lubatud
instance C F —— on lubatud

Siin tiitibifunktsioonid F ja G on ekstensionaalselt vordsed, kuna F a ja G a
on iga a korral vordsed (molemad on Either Int a). Samas esindajadekla-
ratsioonis on F lubatud, aga G keelatud.

5.2 Moningaid tiiiibitaseme funktsioonide rakendusi
5.2.1 Tiiiibitaseme funktsioonid ja ad-hoc-poliimorfism

Uks tiiiibitaseme funktsioonide rakendus on ad-hoc-poliimorfsete funktsioo-
nide realiseerimine. Ad-hoc-poliimorfset funktsiooni saab rakendada erinevat
tiilipi argumentidele ja erinevate tiitipide korral voib funktsioon kéituda eri-
nevalt. Sellisel juhul voib kirjutada tiiiibitaseme funktsiooni, mis seab vaa-
deldava funktsiooni igale lubatud argumendi tiiiibile vastavusse monomorfse
funktsiooni, mis ootab argumendiks seda tiiiipi vadartust. Naiteks Javas voime
defineerida ad-hoc-poliimorfse funktsiooni f:

boolean f(int x) {
return x !'= 0;

int f(boolean x) {
return x 7 1 : 0;

+

Siis saame kasutada avaldisi nagu £ (2) ja f(true). Siin on kummagi luba-
tud argumenditiiiibi (int ja boolean) jaoks defineeritud eraldi monomorfne
funktsioon ning need definitsioonid kokku annavad ad-hoc-poliimorfse funkt-
siooni. Siin on iga argumendi tiiiibi jaoks vaja anda eraldi definitsioon ja
koodi lugeja peab koik skoobis olevad definitsioonid 14bi vaatama, et kogu
poliimorfse funktsiooni definitsioon kétte saada.

Fumontrixis defineeritakse tiiiibitaseme funktsioon iihe definitsiooniga:

type £ =\ x : @ .
case typeof type x of
Int >
value (type x) != 0;
Bool ->
value if (type x) 1 0;
end;
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Siis saab kasutada avaldisi nagu type f (value 2) jatype f (value True).
See siintaks on natuke kohmakas, kuna tiiiibitaseme ja andmetaseme vahel

litkumiseks tuleb kasutada votmesonu type ja value. Soovi korral voib lisada

siintaktilist suhkrut, mis teeb selle tasemete vahel liikumise mugavamaks, siis

voiks néaiteks kirjutada eelnevalt vaadeldud avaldised kujul ’f 2 ja ’f True

ning tiilibitaseme funktsiooni definitsioonis type x asemel @x. Praegu ei ole

lihtsuse huvides seda keelde lisatud.

Liiki @ -> @ tiiiibitaseme funktsioonid ehk need, mis seavad véértusele
vastavusse vaartuse, sarnanevad vadrtustaseme funktsioonidega. Koiki vasr-
tustaseme funktsioone saab ka tiilibitaseme funktsioonidena defineerida. Sa-
mas vaartustasemel saab defineerida ainult neid funktsioone, millel on tiiii-
bisiisteemis olemas tiiiip.

Thiiibitasemel on voimalik defineerida ka selliseid funktsioone, millel tiiii-
bisiisteemis tiiiipi ei ole (selline on ka funktsioon f viimases néites). See ei
tdhenda staatilise tiilibikontrolli puudumist. Sellisel funktsioonil on olemas
implitsiitne tiiiip. Iga tiilibi jaoks saab staatiliselt kontrollida, kas see tiiiip
sobib antud funktsiooni argumendiks ja, kui sobib, siis saab staatiliselt méaa-
rata rakendamise tulemuse tiiiibi.

Kuna tiiiibitaseme funktsioonil tiiiibisiisteemis tiiiipi ei ole, siis ei saa seda
anda argumendiks andmetaseme funktsioonile. Kiill aga saab seda anda ar-
gumendiks teisele tiiiibitaseme funktsioonile (néiteks liiki (@ -> @) -> Q).
Samuti saab (niiteks liiki @ -> @ -> @) tiiiibitaseme funktsiooni tulemu-
seks olla teine tiiiibitaseme funktsioon, seega saab kasutada curried-kujul
tititbitaseme funktsioone. Seega tiilibitaseme funktsioonid on tiiiibitasemel
first-class.

5.2.2 Tiiiibitaseme funktsioonid ja tiiiibiinferents

Kuna tiiiibitaseme funktsiooni korral ei ole vaja médrata argumendi tiiiipi
(liik tuleb siiski méadrata), siis saab tiiiibitaseme funktsioone kasutada tiiii-
biinferentsi asemel. Niiteks voime andmetaseme funktsiooni

double = \ x : Int . x + x;
asemel defineerida tiiiibitaseme funktsiooni:
type double = \ x : @ . value (type x) + (type x);

Erinevalt andmetasemest ei ole tiiiibitasemel funktsiooni argumendi tiiiipi
madratud. Samas selle funktsiooni rakendamisel mingit muud tiiiipi kui Int
argumendile tuleb staatiliselt tiiiibiviga (kuna muud tiiiipi véértust ei saa
funktsiooni + argumendiks anda).
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Samas voib juhtuda, et programmeerija kirjutab kogemata + asemel | |.
Esimeses definitsioonis tuleb see viga kohe vilja, kuna x tiiiibiks on méa-
ratud Int, kuid || ootab argumendiks Bool-tiiiipi vadrtust. Tiiiibitaseme
funktsiooni korral ei tule see viga definitsiooni kontrollimisel vélja. Definit-
sioon

type double = \ x : @ . value (type x) || (type x);

on talesti tiiiibikorrektne (ja rakendatav Bool-tiilipi vadrtustele), kuid see
erineb sellest, mida programmeerija plaanis kirjutada. Viga tuleb vilja alles
siis, kui funktsiooni iiritatakse rakendada Int-tiilipi vaartusele, kuid néiteks
teegi kirjutamisel voib juhtuda, et monda defineeritud funktsiooni ei raken-
data kordagi (selle teegi koodis).

Sama probleem esineb ka tiitibiinferentsi korral. Kui Haskellis kirjutada
definitsioon

double x = x || x

siis translaator ei tea, et programmeerija plaanis argumendi tiiiibiks Int, ning
tiilibiviga jadb avastamata.

See on ka iiks pohjus, miks Fumontrixis tiiiibiinferentsi ei kasutata. Vaja-
duse korral saab kasutada tiiiibitaseme funktsioone, kuid siis peab program-
meerija lihtsalt ettevaatlikum olema. Haskellis kasutatakse tiiiibiinferentsi
alati ja programmeerija ei saa seda keelata. GHC-s saab kiill funktsiooni ar-
gumendile tiiiibiannotatsiooni lisada, kuid programmeerija voib selle mones
kohas &ra unustada. Translaator sellisel juhul ei hoiata ja tiiiibivead voivad
jaada avastamata.

Tiiiibitaseme funktsioonide korral esineb veel iiks probleem. Néiteks de-
finitsioon

type tb = \ x : @ . value 3 + True;

tiilibiviga ei anna, kuigi selles sisalduv avaldis 3 + True ei ole tiiiibikor-
rektne. Siin on lihtsalt tegemist tiiiibitaseme funktsiooniga, mis ei ole {ihegi
argumendi korral defineeritud, samas kui funktsioon ise on defineeritud. Iga
katse seda funktsiooni rakendada annab tiiiibivea. Tiiiibiviga on tiiiibitaseme
analoog andmetaseme | -le. Vaadeldaval juhul alamavaldis ei soltu funktsioo-
ni argumendist x, kuid iildjuhul voib soltuda ning sel juhul on juba keeruline
kindlaks teha, kas funktsioon annab iga argumendi korral tiiiibivea. Fumon-
trixis sellist analiiiisi ei {iritata teha. Selliste vigade véltimiseks voib tiilibita-
seme funktsiooni argumendist mittesoltuvad alamavaldised tiilibilambda alt
vilja tuua eraldi definitsioonidesse. See muudab kiill koodi hakitumaks.

Liigivead ja tundmatute tiiiibiidentifikaatorite kasutused tulevad siiski
kohe tiiiibitaseme funktsiooni defineerimisel vélja, kuna need ei soltu kunagi
argumendist (argumendi litk on fikseeritud).
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5.3 Tiiiibitaseme funktsioonid Haskellis
5.3.1 Ad-hoc-poliimorfsed funktsioonid

Haskell 98-s on olemas tiiiibisiinoniitimid, mille abil on voimalik defineerida
ainult parameetriliselt poliimorfseid tiiiibitaseme funktsioone. Samuti on voi-
malik kasutada tiiiibiklasse, mille abil saab defineerida poliimorfseid funkt-
sioone. GHC-s on selliselt defineeritavate poliimorfsete funktsioonide hulk
palju suurem kui Haskell 98-s. Kuna tiiiibisiinoniitimid on Haskellis viiga pii-
ratud voimalustega, siis neid me selles t66s ldhemalt ei vaatle ning Haskelli
voi GHC tiiiibitaseme funktsioonide [5] all peame silmas tiiiibiklasside abil
defineeritavaid poliimorfseid funktsioone.

Haskell 98-s olemas ainult iihe parameetriga tiiiibiklassid, mille abil on
voimalik defineerida ad-hoc-poliimorfseid funktsioone (erinevat tiiiipi argu-
mentide korral voib tulemuse vadrtuse leidmiseks argumendi vaéartuse poh-
jal kasutada erinevat koodi), mille tulemuse tiiiip soltub argumendi tiiiibist
ainult parameetriliselt poliimorfselt (tulemuse tiiiip tuleb avaldada iihe tiiii-
biavaldisena, mis voib argumendi tiiiipi sisaldada ainult parameetrina ehk
tiiibimuutujana). Néiteks voime kirjutada funktsiooni, mis nii toevaartuste-
le kui taisarvudele seab vastavusse taisarvu, kuid erineva koodiga:

class Cl a where

f1 :: a -> Integer
instance Cl1l Bool where

f1 b = bool2int b
instance Cl1 Integer where

fl x=x

Siis néiteks £1 (3::Integer) annab tulemuseks 3 ja f1 True annab tule-
museks 1. Siin eeldame, et eelnevalt on olemas definitsioonid

x /=0
if b then 1 else O

int2bool x
bool2int b

Samuti voime Haskell 98-s kirjutada funktsiooni, mis toevaartustele seab
vastavusse toevadrtuste listi ning téisarvudele téisarvude listi, kuid erineva
koodiga:

class C2 a where
f2 :: a > [a]

instance C2 Bool where
f2 b = [b,b]

instance C2 Integer where
f2 x = [x,x,x]
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Samuti voime keerulisema argumendi tiiiibi jaoks tulemuse véartuse defi-
neerimisel kasutada rekursiivselt lihtsama argumendi tiiiibi jaoks tulemuse
arvutamist. Néiteks voime eelnevale lisada

instance C2 a => C2 [a] where
f2 xs = map f2 xs

Siin defineerime funktsiooni listide jaoks, kasutades rekursiivselt selle listi
elementide jaoks defineeritud funktsiooni.

5.3.2 Ad-hoc-poliimorfism tulemuse tiiiibi jaoks

Kui me tahame, et ka funktsiooni tulemuse tiiiip soltuks argumendi tiiiibist
ad-hoc-poliimorfselt, siis Haskell 98-st ei piisa. Sellisel juhul on voimalik ka-
sutada GHC-d, kus on olemas mitme parameetriga tiiiibiklassid ja funktsio-
naalsed soltuvused (selleks tuleb GHC-s sisse liilitada voti ~fglasgow-exts).
Sellisel juhul saame kirjutada niiteks funktsiooni, mis toevaértustele seab
vastavusse taisarvu ja taisarvudele toevéartuse:

class C3 a b | a -> b where
f3 :: a->b

instance C3 Bool Integer where
£f3 b = bool2int b

instance C3 Integer Bool where
£f3 x = int2bool x

5.3.3 Rekursioon tulemuse tiiiibi leidmiseks

Proovime niiiid sarnaselt eespool olnud néitele laiendada selle funktsiooni ka
listide jaoks:

instance C3 a b => C3 [a] [b] where
f3 xs = map £3 xs

Seda GHC vaikimisi ei aktsepteeri, kuna nn Coverage Condition (vt [2], jao-
tis 8.6.3.1) ei kehti. See nouab, et esindajadeklaratsiooni peas (antud juhul
C3 [a]l [b]) funktsionaalse soltuvuse tulemustiiiip (antud juhul [b]) ei si-
saldaks selliseid tiiiibimuutujaid, mis ei esine selle funktsionaalse soltuvuse
argumenttiiiipides (antud juhul [a]). Kuna tulemuses esineb muutuja b, mi-
da argumendis ei esine (seal on ainus muutuja a), siis tingimus ei kehti. See
tingimus tdhendab, et ei ole voimalik tulemustiiiibi leidmisel kasutada rekur-
siivselt leitud tiilipi (antud juhul b, mis on C3 poolt rekursiivselt tiiiibile a
vastavusse seatud tiiiip), kuna see tiiiip on vaja tidhistada uue muutujaga,
mida argumenttiiiipides ei esine.
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Et sellest tingimusest vabaneda, on GHC-s voimalik sisse liilitada vo-
ti -fallow-undecidable-instances. Sellisel juhul GHC aktsepteerib selle
viimati toodud deklaratsiooni. See voti aga muudab voimalikuks ka mitteter-
mineeruvate tiiiibifunktsioonide kirjutamise. Néiteks aktsepteerib GHC siis
jargmised deklaratsioonid:

class C5 a where
f5 :: a -> Integer
instance C5 [a] => C5 a where
f5 = const 3

Kui niiiid iiritada £5 kasutada, siis ldheb tiiiibikontroll lopmatusse rekursioo-
ni (reaalselt katkestatakse see teatud siigavusele joudmisel &ra).

Eelnevas C3 niites oli tegelikult ainult lihtrekursiooni vaja, mitte iildist
rekursiooni, kuid GHC seda ei voimalda. Fumontrixis kasutatakse tiitibitase-
mel lihtrekursiooni, mis garanteerib tiiiibikontrolli termineeruvuse. Lahemalt
vaatlesime seda jaotises 5.1.3.

5.3.4 Hargnemine tiiiibi struktuuri jargi

Vaatleme niiiid, kuidas kasutada hargnemist tiiiibi struktuuri jargi, nn tiii-
bitaseme case-konstruktsiooni ekvivalenti. Haskellis (GHC-s) tuleb selleks
kirjutada eraldi esindajadeklaratsioon iga argumenttiiiibi variandi jaoks (eel-
nevas C3 néites Bool, Integer, [a]). See on kohmakas ja ebamugav, kuna
klassi nimi tuleb korduvalt vélja kirjutada. Fumontrixis on selle asemel ole-
mas tiiiibitaseme case-konstruktsioon (vt jaotist 5.1.1).

Oletame niiiid, et me soovime kasutada hargnemist mitte argumenttiiiibi,
vaid rekursiivselt arvutatud tiiiibi struktuuri jargi. Proovime néiteks kirju-
tada

class C4 a b | a -> b where

f4 :: a > b
instance C4 Integer Bool where
f4 x = True

instance C4 a Integer => C4 [a] Bool where
f4 x = int2bool (f4 (head x))

instance C4 a Bool => C4 [a] Integer where
f4 x = bool2int (f4 (head x))

Siin me soovime, et kui tiiiipi a va#drtusele seatakse vastavusse téisarv, siis
tiilipi [a] védrtusele seataks vastavusse toevadrtus ning vastupidi, kui re-
kursiivselt arvutati vélja toevéértus, siis tulemuseks oleks tdisarv. Seda aga
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GHC ei aktsepteeri, kuna C4 [a] jaoks on mitu deklaratsiooni ning GHC
seda ei luba, isegi kui kontekstid on mitteloikuvad, nagu on praegusel juhul.
Selle asemel tuleb hargnemise jaoks defineerida eraldi tiiiibiklass:

class C4a a b | a -> b where
f4a :: a > b

instance C4a Bool Integer where
f4a b = bool2int b

instance C4a Integer Bool where
f4a x = int2bool x

Siis saab C4 defineerida jargmiselt:

class C4 a b | a —> b where

f4 :: a > b
instance C4 Integer Bool where
f4 x = True

instance (C4 a b, C4a b c) => C4 [a] c where
f4 x = f4a (f4 (head x))

Néeme, et GHC-s on tiilibitaseme funktsioonid iihetasemelised, iga alam-
ploki jaoks tuleb defineerida eraldi tiiiibitaseme funktsioon ning need funkt-
sioonid peavad koik olema peataseme skoobis. See on kohmakas ja muudab
koodi véga hakituks, samuti peab programmeerija koigile neile funktsioo-
nidele nimed véilja motlema ja meelde jitma. Fumontrixis on tiiiibitaseme
funktsioone voimalik defineerida suvalises alamskoobis, iiksteise sees saab
kasutada kui tahes palju tiiiibitaseme case-konstruktsioone ja rekursiivseid
viljakutseid ning samuti saab kasutada anoniitimseid tiiiibitaseme funktsioo-
ne (ka rekursiivseid), et programmeerija ei peaks igale funktsioonile nime
véilja motlema.

Fumontrixis saab selle C4 néite kirjutada jargmiselt:

type tf4 =\ v : @ .

value
(type
(\ t rec @ .
case t of
Int ->
value const True $: t;
List a ->

case typeof type rec a of
(_ => Bool) ->
value const 3 $: t;
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(_ => Int) >
value const True $: t;

end;
end
) (typeof type v)
) (type v);

Siin kasutatakse anoniitimset tiiiibitaseme funktsiooni, mis seab tiiiibile (ku-
na lihtrekursiooni saab teha ainult iile tiitipide, mitte iile védrtuste) vastavus-
se monomorfse funktsiooni. Sellele tiiiibitaseme funktsioonile antakse seejérel
argumendiks esialgse argumentvéértuse v tiiiip ning saadud monomorfsele
funktsioonile antakse andmetasemel argumendiks vaértus v.

5.3.5 Vaikevariandid hargnemisel

Monikord oleks kasulik tiiiibi jargi hargnemisel kasutada vaikevariante, et ei
peaks koiki variante iikshaaval vélja kirjutama. Kirjutame néiteks

class C6 a where

f6 :: a -> Integer
instance C6 Bool where

f6 = bool2int
instance C6 a where

f6 = const 3

Siin peaks £6 toevadrtuste korral kaituma ithtmoodi, aga iilejadnud tiitipide
vaartuste korral teistmoodi. Neid deklaratsioone GHC vaikimisi ei aktseptee-
ri, kuna tiiiibi a kohta kéiv deklaratsioon oleks rakendatav ka tiiiibile Bool.
GHC-s on voimalik sisse liilitada lipp ~-fallow-incoherent-instances, selli-
sel juhul valib GHC koige tépsema (koige viiksema muutujate arvuga) esin-
dajadeklaratsiooni, mis vaadeldava tiiiibiga sobib. Seega tiiiibi Bool jaoks
valitakse esimene esindajadeklaratsioon, iilejaénud tiiiipide jaoks teine.
Haskellis on voimalik kasutada ka vaikedefinitsioone. Néiteks

class C6 a where
f6 :: a -> Integer
f6 = const 3
instance C6 Bool where
f6 = bool2int
instance C6 Char
instance C6 [a]
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See voimaldab £6 definitsiooni monedest esindajadeklaratsioonidest dra jét-

ta, kuid esindajadeklaratsioone siiski dra jatta ei saa ning seega on tegemist

vaid siintaktilise suhkruga ja seda konstruktsiooni me siin ldhemalt ei vaatle.
Proovime vaikevariante kasutada ka tulemuse tiiiibi defineerimisel:

class C7 a b | a -> b where
f7 12 a > b

instance C7 Bool Int where
£f7 = bool2int

instance C7 a Bool where
f7 = const True

Seda aga GHC ei luba, isegi kui voti -fallow-incoherent-instances on
sisse liilitatud. Seega siin tuleb koigi vajalike tiiiipide jaoks iikshaaval esin-
dajadeklaratsioonid kirjutada, isegi kui koigi jaoks peale ithe on need sama
sisuga. Kui vajalikku tiiiipi ei ole veel defineeritud (see defineeritakse teises
moodulis), siis ei saagi kohe seda esindajaks defineerida.

Samuti ei pruugi alati koige tédpsemat esindajadeklaratsiooni olla. Néiteks

class C8 a where
£f8 :: a -> Integer

instance C8 (Integer,b,c,d) where
f8 (x,_,_,_) = X

instance C8 (a,Integer,c,d) where
£8 (_,y,_,_) = 10%y

instance C8 (a,b,Integer,d) where
£f8 (_,_,z,_) = 100%z

instance C8 (a,b,c,Integer) where

£f8 (_,_,_,w) = 1000*w
instance C8 (a,b,c,d) where
f8 (—:—’—’—) = O

Siin leidub koige tédpsem deklaratsioon ainult siis, kui nelikus maksimaal-
selt iiks tiilip on Integer. Kui neid on mitu, siis sobib mitu deklaratsiooni,
millest iikski pole koige tédpsem. Antud juhul lubab GHC kasutada funkt-
siooni £8 ainult selliste vaartuse jaoks, mille tiiiibi nelikus on maksimaalselt
iiks Integer. Muude variantide kasutamisel tuleb tiilibiviga. Selleks, et need
muud variandid oleks kasutatavad, tuleb lisada tdpsemaid esindajadeklarat-
sioone. Antud juhul oleks vaja kokku 2% = 16 esindajadeklaratsiooni, et koik
nelikutiiiibid oleks kasutatavad. See muutuks véiga kohmakaks, kuna paljud
nendest variantidest oleks sama sisuga.

Vaja oleks, et mitme sobiva esindajadeklaratsiooni korral valitaks nendest
esimene. Siis piisaks nendest viiest esindajadeklaratsioonist. GHC-s seda ei
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voimaldata. Siin on esindajadeklaratsioonid nagu loogilise programmeerimise
implikatsioonid. Nende implikatsioonide jérjekorda ei loeta oluliseks. Loogili-
ses programmeerimises saaks implikatsioonide eeldustesse kirjutada eelmiste
implikatsioonide paremate poolte eitused, aga GHC-s sellist eituse konstrukt-
siooni ei ole ning seda ei saa ka ise defineerida nagu C7 néitest néha (kui see
néide tootaks, siis saaks predikaadiga C7 a Bool nouda, et a ei oleks tiiiipi
Bool).

Fumontrixis on tiiiibitaseme case-konstruktsioonis voimalik kasutada vai-
kevariante (néidise _ voi tiiiibimuutujate abil) ning variante vaadeldakse nen-
de esinemise jérjekorras, esimese sobiva leidmisel enam edasi ei vaadata. Vaa-
deldud C7 niite saab Fumontrixis kirjutada néaiteks nii:

type tf7 =\ v : @ .
case typeof type v of
Bool -> value bool2int (type v);
-> value True;

end;
C8 néite saab kirjutada nii:

type tf8 =\ v : @ .
value let
Tupled x y z w = type Vv
in type
case typeof type v of
Tuple4 Int b ¢ d -> value x;
Tuple4 a Int ¢ d -> value 10%y;
Tuple4 a b Int d -> value 100%z;
Tuple4 a b ¢ Int -> value 1000%*w;
Tuple4d a b cd -> value O;
end;

See tootab koigi nelikutiiiipide korral.

5.3.6 GHC tiiiibitaseme funktsioonide puudusi

GHC-s on tiiiibiklasside abil voimalik defineerida poliimorfseid andmetase-
me funktsioone. Funktsionaalsete soltuvuste abil on voimalik defineerida ka
funktsioone, mis seavad tiiiibile vastavusse tiiiibi, kuid erinevalt Fumontrixist
ei ole vaikevariantide kasutamine sel juhul voimalik, koik variandid peavad
olema loikumatud.
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Keerulisemat liiki tiiiibitaseme funktsioone ei saa GHC tiiiibiklasside abil
iildse defineerida, kuna tiiiibitaseme funktsioone ei saa tiiiibiklasside argu-
mendina kasutada. Erinevalt Fumontrixist ei ole GHC tiiiibitaseme funkt-
sioonid tiilibitasemel first-class. Seega ei saa defineerida selliseid kasulikke
operaatoreid nagu jaotises 5.1.2 defineeritud argtype ning erinevad funkt-
siooni rakendamise operaatorid nagu jaotises 6.4.2 defineeritav applyImpred
impredikatiivseks funktsiooni rakendamiseks.

Samuti ei ole GHC-s typeof-operaatorit ning tiiiibiklasside abil definee-
ritud tiitibitaseme funktsioonidega arvutatud tiiiipe ei saa annotatsioonides
kasutada.

GHC-s on olemas ka tiiiibisiinoniiiimid, mis voivad ka keerulisemat liiki ol-
la, kuid nende abil on voimalik ainult oma argumendi suhtes parameetriliselt
poliimorfseid funktsioone kirjutada, argumendi struktuuri jérgi hargnemist
kasutada ei saa.

Nii tiitibisiinoniitime kui tiiiibiklasse ja esindajaid saab GHC-s defineerida
ainult peataseme skoobis, mis suurendab koodi hakitust. Fumontrixis saab
tiitibitaseme funktsioone defineerida suvalises skoobis.
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6 Poliimorfism

6.1 Uldiselt poliimorfismist

Poliimorfism voimaldab kasutada sama nime mitme sarnase tdhendusega
(kuid erinevat tiiilipi) vddrtuse jaoks. See vihendab programmeerija jaoks
nimede véljamotlemise ja pikkade nimede kirjutamise vaeva ning muudab
koodi lithemaks.

Poliimorfismi on mitut liiki. Funktsionaalsetes keeltes laialt levinud para-
meetriline poliimorfism voimaldab kasutada sama koodi (funktsiooni definit-
siooni) erinevat tiilipi argumentide jaoks. See vihendab vajadust sama koodi
mitmesse kohta kopeerimiseks.

Ad-hoc-poliimorfism voimaldab defineerida funktsioone, mis on kasuta-
tavad erinevat tiiiipi argumentide jaoks ning nende erinevate tiiiipide jaoks
rakendatakse erinevat koodi. Sisuliselt on tegemist mitme sama nimega funkt-
siooniga, millest translaator valib tiiiibikontrolli kdigus argumendi tiiiibi poh-
jal oige.

6.2 Poliimorfism ja tiitibitaseme funktsioonid

Fumontrixis on poliimorfismi voimalik realiseerida ka tiiiibitaseme funktsioo-
nide abil. Liiki @ -> @ tiiiibitaseme funktsiooni saab kasutada sarnaselt and-
metaseme funktsiooniga (kuigi siintaks on natuke kohmakam). Tiiiibitaseme
funktsiooni korral ei ole argumendi tiilipi ilmutatult deklareeritud, see on
madratud ilmutamata kujul sellega, millistes kontekstides seda argumenti
funktsiooni kehas kasutatakse.

Tiitibitaseme funktsiooni tulemuse tiiiip voib soltuda argumendi tiiiibist
suvalise lihtrekursiivse funktsioonina kvantoriteta tiitipidel (kuna kvantori-
tega tiilipide sisse ei voimalda Fumontrixi tiiiibitaseme case-konstruktsioon
vaadata). Seega tiiiibitaseme funktsioon véértustel voib olla suvaline osali-
selt rekursiivne funktsioon véértustel (mille tiiiip ei sisalda kvantoreid), mis
sama tiiilipi vadrtustele seab alati vastavusse sama tiiiipi tulemuse ning mille
poolt médratud funktsioon tiilipidel on lihtrekursiivne.

Siin tuleb tiiiipide hulka lugeda ka nn L-tiiiip ehk tiiiibiviga. Tiiiibita-
seme funktsioonid on tiiiipide suhtes agara semantikaga, seega tiiiibiviga ei
saa esineda tiiiibikonstruktori argumendina ning andes tiitibivea argumendiks
tiitibitaseme funktsioonile, on tulemuseks ikka sama tiiiibiviga.

Tiitibitaseme funktsioonid liiki @ -> @ votavad argumendiks ja annavad
tulemuseks andmetaseme vadrtusi. Kui me soovime tiiiibitaseme funktsiooni
argumendi voi tulemusena kasutada teisi tiilibitaseme funktsioone, siis tuleb
kasutada korgemat liiki (néiteks (@ -> @ -> @) -> @ -> @) tiilibitaseme
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funktsioone. Ka nendel on olemas ilmutamata tiiiip, mis soltub sellest, mil-
listes kontekstides argumenti kasutatakse.

Kui tiiiibitaseme funktsioonina saab defineerida praktiliselt koiki polii-
morfseid funktsioone, siis milleks on andmetaseme poliimorfseid funktsioone
vaja?’

Tiiibitaseme funktsioone ei saa hoida andmetaseme andmestruktuuride
sees, selleks tuleks kasutada tiilibitaseme andmestruktuure. Fumontrixis saab
algebraliste andmetiiiipide konstruktoritele argumendiks anda ainult tiitipe
ja tiiiibikonstruktoreid, mitte suvalisi tiilibitaseme funktsioone. See on vaja-
lik tiiiibikontrolli lahenduvuse séilitamiseks. Vastasel korral saaks kirjutada
néiteks jargmised definitsioonid:

data Dt21 (A : * —> *);
type tf21 = \ pf
case pf of
Dt21 tf21’ -> tf21’ pf;
end;

Siin defineerime uue tiiiibikonstruktori, mis saades argumendi liiki * -> *,
konstrueerib uue tiiiibi liiki *. Seejérel defineerime funktsiooni t£21, mis on
liiki * —=> *. Konstruktori Dt21 abil saame selle funktsiooni pakkida tavali-
seks liiki * tiilibiks, mille saame anda argumendiks sellele samale funktsiooni-
le, mis pakib selle lahti, saades kétte iseenda koopia, mille kutsub rekursiiv-
selt vilja. Tekib lopmatu rekursioon. Kuna Fumontrixis oli eesmérk sailitada
tiitibikontrolli lahenduvus, siis tuli vaadeldav kitsendus sisse viia.

Uks olukord, kus veel andmetaseme poliimorfseid funktsioone vaja liheb,
on siis, kui me soovime kirjutada poliimorfset funktsiooni, mis toctaks ka
selliste tiiiipide korral, mida selle funktsiooni defineerimise hetkel veel ei ek-
sisteeri ning mille kditumine nende tiiiipide jaoks ei ole samuti veel tépselt
teada. Jaotises 6.3 vaatleme, kuidas sellisel juhul poliimorfismi kasutada.

Samuti ldheb andmetaseme poliimorfseid funktsioone vaja juhul, kui me
soovime anda poliimorfset vadrtust argumendiks (poliimorfsele v6i mono-
morfsele) funktsioonile, mis ootab monomorfset vidrtust. Seda olukorda vaat-
leme jaotises 6.4.

6.3 Poliimorfism ja diinaamilise skoopimise elemendid
6.3.1 Veel iiks poliimorfismi liik

Nii parameetrilise kui ad-hoc-poliimorfismi korral on argumendiks sobivate
argumentide hulk funktsiooni definitsiooniga fikseeritud (parameetrilise po-
liitmorfismi korral kuuluvad sinna ka need tiiiibid, kus parameetriks on mingi
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veel defineerimata tiitip). Sageli oleks vaja, et funktsiooni argumendiks sobik-
sid koik teatud tingimustele vastavad tiiiibid, ka need, mida ei ole funktsiooni
defineerimise skoobis veel olemas. Selliseks tingimuseks voib olla néiteks mo-
ne teise funktsiooni rakendatavus antud tiilipi vaartustele.

Niiteks voime defineerida poliimorfse vorduse kontrollimise funktsiooni
(==) ning seejirel seda kasutava mittevorduse kontrollimise funktsiooni (!=),
mis on rakendatav sama tiiiipi vaartusele nagu funktsioon (==). Kui me niiiid
mingis alamskoobis funktsiooni (==) definitsiooni laiendame, nii et see on
rakendatav mingit uut tiilipi vaértustele, siis tavalise ad-hoc-poliimorfismi
korral funktsioon (!=) jddb kasutama vana (==) definitsiooni ning ei ole
rakendatav uut tiiiipi vaartustele. Tegelikult me sooviks, et (==) definitsioo-
ni uuendamisel uueneks automaatselt ka (!=) véédrtus, st ithe funktsiooni
definitsioon kasutaks parameetrina teise funktsiooni viartust selle esimese
funktsiooni véljakutsumise hetkel ehk diinaamilises skoobis.

Seega tekib vajadus teatud diinaamilise skoopimise elementide jérele.
Funktsiooni definitsioonis oleks vaja kasutada lisaks leksilise skoobi identifi-
kaatoritele ka monda diinaamilise skoobi identifikaatorit. Uks voimalus selle
realiseerimiseks oleks panna funktsiooni semantika soltuma lisaks leksilise
skoobi keskkonnale ka diinaamilise skoobi keskkonnast ning eristada kuida-
gi stintaktiliselt, kas identifikaator viitab leksilise voi diinaamilise keskkonna
muutujale. Samas ei ole funktsiooni defineerimise hetkel teada, millised on
selles definitsioonis kasutatavate diinaamilise keskkonna muutujate tiiiibid
funktsiooni véljakutsumise skoobis. Seega tuleks kasutatavate diinaamilise
skoopimisega muutujate tiiiibid kuidagi deklareerida.

6.3.2 Diinaamilise skoopimise elemendid Haskellis

GHC-s on diinaamilise skoopimise jaoks voimalik kasutada implitsiitseid pa-
rameetreid ([2], jaotis 8.7.2):

double :: (7single :: Integer) => Integer
double = 2 * 7single
xs = (let 7single = 3 in double, let 7single = 4 in double)

Siin xs saab védrtuseks (6,8). Ndeme, et implitsiitse parameetri ?single
tiilip Integer on fikseeritud.

Selles néites funktsioonil double ainult implitsiitne parameeter ongi ja
tavalist argumenti ei ole. Sageli on aga funktsioonil olemas ka tavaline ar-
gument ja implitsiitne parameeter soltub selle tavalise argumendi tiiiibist.
Eespool vaadeldud funktsioon (!=) korral oleks implitsiitseks parameetriks
funktsiooni (==) (monomorfne) realisatsioon funktsioonile (!=) argumendiks
antud véartuse tiiiibi jaoks.
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Haskellis on selleks olemas tiiiibiklassid. Naiteks voime defineerida

class Equal a where
(===) :: a -> a -> Bool

(=) :: Equal a => a -> a -> Bool
x !=y = not (x === y)

Siin on (==) asemel kasutatud (===), kuna esimene on preliiiidis defineeritud
ja Haskell ei luba peatasemel muutujaid iimber defineerida. Siin funktsiooni
(=) implitsiitseks parameetriks on funktsiooni (===) monomorfne realisat-
sioon tiilibi a jaoks. Tiiiip a selgub funktsioonile (!=) esimese argumen-
di andmisel, sel hetkel kehtivast skoobist voetakse ka (===) realisatsioon,
mis funktsioonile (!=) antakse. Funktsiooni (!=) tiilip sisaldab tingimust
Equal a, mis méédrab, et see funktsioon on rakendatav koikidele tiiiipidele
a, mis rahuldavad predikaati Equal (ehk millele on rakendatav funktsioon

6.3.3 Diinaamilise skoopimise elemendid Fumontrixis

Fumontrixis on samuti olemas tiiiibiklassid. Defineerime klassi Equal ja selle
eksemplari tédisarvutiiiibi jaoks:

class equal forall A. A -> A —> Bool;

type equal = \ a .
case a of
Int -> value intEq;
end;

Fumontrixis on tiiiibiklasside esindajad méaratud tiitibitaseme funktsiooni-
ga, mille nimi iihtib klassi nimega ja mis seab tiiiibile vastavusse monomorfse
véaartuse (klassi eksemplari), mis on poliimorfse véértuse realisatsioon an-
tud tiiiibiparameetri védrtuse jaoks. Kui mingis alamskoobis on vaja klassi
esindajaid lisada voi muuta, siis tuleb lihtsalt vastav tiitibitaseme funktsioon
iimber defineerida. Lisame néiteks eksemplari toevaartustiiiibi jaoks:

type equal = \ a .
case a of
Bool -> value boolEq;
_ -> equal a;

end;
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Naidise _ abil séilitame siin ka varem defineeritud eksemplarid.
Thiiibiklassile vastava poliimorfse andmetaseme funktsiooni defineerime
jargmiselt:

(==) = forall equal A. type equal A;
Niiiid saame defineerida ka mittevorduse kontrollimise funktsiooni:

(1=) = forall equal A.
\x:A.\y:A.
not (x == y);

Siin ei ole vaja enam tiiiibitaseme funktsiooni equal véilja kutsuda, vaid
voime kasutada eelnevalt defineeritud andmetaseme funktsiooni (==). Kvan-
toriga muutuja sissetoomisel tuleb vaid lisada kitsendus equal, mis nouab,
et muutuja kuuluks sellesse klassi.

Fumontrixis on olemas ainult ithe argumendiga tiiiibiklassid, kitsendada
saab ainult kvantifitseeritavat muutujat (mitte seda parameetrina sisaldavat
tiilipi) ning ithele muutujale saab lisada ainult iithe kitsenduse. Seega vorrel-
des Haskelli ja eriti GHC-ga on siin tegemist {isna lihtsa tiiiibiklasside reali-
satsiooniga. Fumontrixis on pohirohk asetatud tiitibitaseme funktsioonidele,
mis sellistel juhtudel, kus diinaamilist skoopimist vaja ei ldhe, on palju suure-
mate voimalustega kui GHC analoogilised konstruktsioonid. Seda vaatlesime
lahemalt peatiikis 5.

6.3.4 Diinaamilise skoopimise elemendid ja objektorienteeritus

Ka objektorienteeritud keeltes esineb selline diinaamilise skoopimisega seo-
tud poliimorfism. Néiteks Javas voime eelmistes jaotistes vaadeldud néite
analoogina defineerida abstraktse klassi ja seda realiseeriva mitteabstraktse
klassi:

abstract class Equal {
abstract boolean equal(Equal other);

boolean notequal(Equal other) {
return !equal(other);

¥

class MyInt extends Equal {
int x;
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public boolean equal(Equal other) {
return x == ((MyInt) other) .x;
b
+

Siin abstraktse funktsiooni equal definitsioon soltub konkreetsest klassi Equal
alamklassist, kuid funktsioon notequal defineeritakse selle kaudu juba iilem-
klassis. Selle alamklassi funktsiooni equal realisatsioon antakse implitsiitse
parameetrina (nn this-argumendi koosseisus) funktsioonile notequal sel-
le valjakutsumisel. Alamklassi definitsioon ei pea olema iilemklassi definee-
rimisel kéttesaadav, implitsiitse parameetri véédrtus voetakse diinaamilisest
skoobist.

6.4 Poliimorfsed vairtused funktsiooni argumendina
6.4.1 Poliimorfsed vaiartused

Seni vaatlesime poliimorfismi funktsioonide jaoks, mis voivad argumendiks
votta erinevat tiiiipi vadrtusi ning kéituda nende korral kas iihtemoodi voi
erinevalt. Poliimorfsed voivad aga lisaks funktsioonidele olla ka mittefunktsio-
naalsed vaartused, mis samuti voivad olla erinevate tiilipide korral kas samal
voi erineval sisemisel kujul. Neid vadrtusi on vastavalt vajadusele voimalik
kasutada erinevat tiilipi vaartustena.

Poliimorfsete funktsioonide korral saab funktsiooni kéditumise ja tulemuse
tiitibi méérata (monomorfse) argumendi tiiiibi pohjal. Poliimorfsete vaértuste
korral saab nende tiiiibi médrata selle (monomorfse) funktsiooni deklareeri-
tud argumendi tiiiibi jargi, millele see vadartus argumendiks antakse.

Seega kui poliimorfne on ainult funktsioon vo6i ainult argument, kuid mitte
molemad, siis ei teki probleeme argumendile monomorfse tiiiibi méa#dramise-
ga ja seejarel tulemuse tiiiibi médramisega, kuna see monomorfne tiiiip on
itheselt méaaratud (eeldusel, et vaadeldav poliimorfne tiiiip vaadeldava mono-
morfse tiitibiga iildse kooskdlas on).

Probleem tekib siis, kui poliimorfsed on nii funktsioon kui sellele argu-
mendiks antud véartus. Siis el pruugi tulemuse tiiiip enam iiheselt mééra-
tud olla. Kui funktsioonile Fumontrixi tiiiipi forall A. Pair A Int -> A
anda argument tiiiipi forall B. Pair Bool B, siis on tulemuse tiiiip Bool
veel {iheselt méadratud. Kui aga funktsioonile tiiiipi forall A. A -> List A
anda argument tiiiipi forall B. List B, siis voib tulemus olla nii tiiiipi
forall B. List (List B) (kui vddrtustatakse A = List B) kui ka
List (forall B. List B) (kui vddrtustatakse A = forall B. List B).

See probleem tekib sellisel juhul, kui funktsiooni tiiiibis on argumendi
koha peal (kontravariantses positsioonis) ainult tiiiibimuutuja, mis on selle
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funktsiooni tiiiibi tipmisel tasemel kvantoriga seotud. Seda tiitibimuutujat
on voimalik unifitseerida iga tiiiibiga ja seega juhul, kui argumendiks antud
vaartuse tiilip sisaldab tipmisel tasemel kvantoreid, siis on voimalik iiks koik
mitu nendest kvantoritest avada (kas koik, moned voi mitte iihtegi) enne
unifitseerimist. Avamata kvantorid lihevad tulemuse tiiiibi ette.

Kui funktsiooni tiiiibis argumendi koha peal on midagi muud kui ainult
tiitibimuutuja, siis seda probleemi ei teki. Kui seal on tipmisel tasemel konst-
ruktor (voi olemasolukvantor), siis tuleb igal juhul argumendiks antava véér-
tuse koik tipmised iildisuskvantorid avada, et unifitseerimine voimalik oleks.
Kui seal on tipmisel tasemel {ildisuskvantor, siis tuleb argumendis antavas
vaartuses avada nii palju kvantoreid, et avamata jédnud tipmiste kvantorite
arv saaks vordseks funktsiooni tiiiibis argumendi koha peal olevate tipmiste
kvantorite arvuga.

6.4.2 Impredikatiivne poliimorfism

Eelmises alajaotises vaadeldud probleemi valtimiseks on Haskell 98-s keela-
tud impredikatiivne poliimorfism. Impredikatiivne poliimorfism voimaldab
kvantifitseeritud tiiiibimuutuja véiartustada poliimorfse tiiiibiga. Seega Has-
kell 98-s védrtustatakse eelnevas niites A = List B ja kvantorid jadvad alati
tipmisele tasemele.

Ka GHC-s ja Fumontrixis valitakse selles néites sama vaartustus, kuid
siin on voimalik teatud juhtudel ka impredikatiivsust kasutada (GHC impre-
dikatiivsuse kohta vt [2], jaotis 8.7.5). Defineerime néiteks GHC-s

f1 :: forall a. a —> [al

f1 = undefined
v2 :: forall b. [b]
v2 = undefined

Siis 1 v2 on tiiiipi forall b. [[b]l], aga
(f1 :: (forall b. [b]) -> [forall b. [b]]) v2

annab tulemuse tiiiibiks [forall b. [b]], kuna siin vaidrtustatakse f1 tiiii-
bis muutuja a ilmutatult tiiiibiga forall b. [b]. Poliimorfse vaértuse tiiii-
bis tiiiibimuutuja ilmutatud véartustamine on GHC-s kohmakas, kuna sel-
leks tuleb kogu vadrtuse tiilip iimber kirjutada ja asendada seal muutuja koik
esinemised selle soovitava tiilibiga. Selleks, et seda soovitavat tiiiipi ei peaks
mitu korda viélja kirjutama, voiks defineerida tiiiibistinontitimi:

type T1 = forall b. [b]

ja siis kasutada
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(f1 :: T1 -> [T1]) f2

Samas saab GHC-s tiilibisiinoniiiimi defineerida ainult peataseme skoobis
ning, kui seda tiiiibimuutuja vadrtustamist on vaja teha kuskil siigavas alam-
skoobis, siis jadb kood hakituks. Samuti on vaja selle poliimorfse viartuse
tiitibi struktuur timber kirjutada ning see struktuur voib monikord olla viga
keeruline.

Fumontrixis voime defineerida

f1 = bottom $: (forall A. A -> List A);
v2 = bottom $: (forall B. List B);

Siis £1 v2 on tiilipi forall B. List (List B), aga
f1 $: (forall B. List B) v2

on tiiiipi List (forall B. List B). Operaator $: avab tipmise taseme
iildisuskvantori ja vaartustab sellega seotud muutuja antud tiiiibiga, seega
erinevalt GHC-st ei pea Fumontrixis kogu véértuse tiitipi iimber kirjutama,
vaja on kirjutatada vaid see tiiiip, millega muutuja véartustatakse. Fumon-
trixis voime kasutada ka typeof-operaatorit ja kirjutada viimase niitega
samavadarse

f1 $: (typeof v2) v2

Kui me ei soovi argumenti kaks korda vélja kirjutada (see voib olla néiteks
mingi keeruline avaldis), siis voime defineerida eraldi funktsiooni rakendamise
operaatori tiilibitaseme funktsioonina:

type applyImpred = \ f : @ . \ x : @ .
value (type f) $: (typeof type x) (type x);

ja siis kasutada
type applylImpred (value f1) (value v2)

Operaator applyImpred on kasutatav sel juhul, kui funktsiooni tiiiibis argu-
mendi kohal on tiiiibimuutuja, mis on seotud selle funktsiooni tiiiibis koige
tipmisel tasemel asuva iildisuskvantoriga.

Impredikatiivne poliimorfism voib esineda ka sel juhul, kui tiiiibimuutuja
ei esine funktsiooni tiiiibis otse argumendi kohal, vaid on seal néditeks mingi
konstruktori parameetriks. Naiteks GHC-s

£f3 :: forall a. [a] -> [a]

f3 = undefined
v4d :: [forall b. [bl]
v4 = undefined
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Siis £3 v4 on tiiiipi [forall b. [b]]. Siin ei ole vaja ilmutatult tiiiibimuu-
tujat vadrtustada, kuna siin on unifitseerimine voimalik ainult iihel viisil.
Analoogiliselt Fumontrixis

£3
v4

bottom $: (forall A. List A -> List A);
bottom $: (List (forall B. List B));

Siin £3 v4 on tiilipi List (forall B. List B).

Praegu vaatlesime parameetrilist poliimorfismi. Olukord on analoogiline
juhul, kui kvantifitseeritud muutujatel on tiiiibiklassikitsendused. Keeruli-
sema poliimorfismi korral (nagu saab Fumontrixi tiiiibitasemel realiseerida)
tuleb juhul, kus poliimorfsed on nii funktsioon kui argument, kasutatav ar-
gumendi tiilip (voi tiitibid, kui soovime rohkem poliimorfismi siilitada) ilmu-
tatult maarata.

6.4.3 Poliimorfsed vairtused Fumontrixi tiiiibitasemel

Poliimorfseid mittefunktsionaalseid va#rtusi voib Fumontrixi tiiiibitasemel
kujutada kui liiki * -> @ funktsioone, mis seavad tiiiibile vastavusse seda
tiiiipi vadrtuse. Siin saame kasutada koiki Fumontrixi tiiiibitaseme program-
meerimise voimalusi, sh lihtrekursiooni, seega on voimalik kujutada palju
keerulisemaid poliimorfseid véaartusi kui andmetasemel.

Samas nende tiiiibitaseme vadrtuste kasutamine on ebamugavam kui and-
metaseme poliimorfsete vadrtuste kasutamine. Kui me soovime neid anda
argumendiks (potentsiaalselt poliimorfsele) tiiiibitaseme funktsioonile liiki
@ -> @, siis peame selle liiki * -> @ véairtuse teisendama monomorfseks liiki
@ vadrtuseks, madrates liiki * tiiiibiparameetri. Saadud monomorfse véartu-
se saame anda argumendiks tiiiibitaseme funktsioonile. Rakendame néaiteks
tiiiibitaseme poliimorfset funktsiooni tf tiiiibitaseme poliimorfsele vaértusele
pv, médrates viimase tiiiibiks Int:

type tf (pv Int)

Kuna siin poliimorfne argument muudetakse enne (poliimorfse) funkt-
siooni rakendamist ilmutatult monomorfseks, siis ei teki siin neid eelmises
jaotises vaadelnud probleeme, mis tekivad, kui nii funktsioon kui argument
on poliimorfsed. Kui see tiiiibitaseme funktsioon on monomorfne, siis tundub
see argumendi monomorfseks muutmine iilearune, aga monomorfne tiitibita-
seme funktsioon on alati voimalik andmetaseme funktsioonina realiseerida.
Olgu néiteks tiitibitaseme funktsiooni tf oodatava argumendi tiiiip Int. Siis
vastav andmetaseme funktsioon oleks

\ x : Int . type tf (value x)
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Kui soovime tiiiibitaseme poliimorfse funktsiooni rakendamisel tiiiibitase-
me poliimorfsele viartusele saada tulemuseks poliimorfset vairtust, siis voi-
me rakendamisel méirata poliimorfsele vairtusele ka rohkem kui ithe mo-
nomorfse tiiiibi ning jéatta konkreetse monomorfse tiiiibi soltuma poliimorfse
tulemuse tiilibiparameetrist. Naiteks

\t .
case t of
Bool -> tf (pv Int);
List a => tf (pv (Maybe a));
end;

Siin peaks siis tf tdisarvulise argumendi korral tulemuseks andma toevéadr-
tuse ning Maybe-tiiiipi argumendi korral listi.

Tiitibitaseme poliimorfsele vadrtusele voime soovida rakendada ka andme-
taseme funktsiooni. Kui see funktsioon on monomorfne, siis toenéoliselt see
ongi andmetasemel realiseeritud. Sellisel juhul saame funktsiooni argumendi
tiitibi leidmiseks kasutada jaotises 5.1.2 defineeritud tiitibitaseme funktsiooni
argtype ja ei pea seda tiilipi ilmutatult vélja kirjutama. Andmetaseme mo-
nomorfse funktsiooni f rakendamine tiiiibitaseme poliimorfsele véirtusele pv
oleks siis

f (type pv (argtype (value £f)))
Selle asemel voime defineerida ka tiitibitaseme funktsiooni

type applyMtp =\ f : @ . \ pv : x -> @ .
value f (type pv (argtype (value £)));

Seda saab siis kasutada funktsiooni rakendamise operaatorina juhul, kui funkt-
sioon on andmetaseme monomorfne funktsioon ja argument on tiiiibitaseme
poliimorfne vaartus. Eelmine néide oleks siis

type (value f) ‘applyMtp‘ pv

Kui me soovime tiitibitaseme poliimorfsele viartusele rakendada andme-
taseme poliimorfset funktsiooni, siis selleks on kaks voimalust. Esimene voi-
malus on muuta see funktsioon monomorfseks, méarates tiiiibiparameetri
operaatoriga $: ja kasutades applyMtp operaatorit:

type applyMtp (value f $: t1) pv

Teine voimalus on muuta tiiiibitaseme poliimorfne vairtus andmetaseme mo-
nomorfseks vadrtuseks, médrates vastava monomorfse tiiiibi, ja seejirel anda
funktsioonile argumendiks:
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f (type pv t2)

See teine voimalus on lithem, v.a juhul, kui t2 on oluliselt keerulisem tiiiip
kui t1. Need tiiiibid ei pruugi vordsed olla, kuna t2 argumendi monomorfne
tiilip, kuid t1 on tiiiibiparameeter, millest argumendi tiiiip soltub (neid tiiiibi-
parameetreid voib ka mitu olla, siis tuleb kasutada néiteks £ $: tla $: tib
jne).

6.5 Monaadilised vairtused ja poliimorfism
6.5.1 Monaadilised viirtused ja funktsiooni rakendamine

Nagu Haskell, on ka Fumontrix puhas funktsionaalne keel ning korvalefekti-
de ja erindite jaoks kasutatakse monaade. Monaadid voimaldavad kasutada
imperatiivset programmeerimisstiili puhtalt funktsionaalses keeles.

GHC-s on olemas ST-monaad, milles saab programmeerida imperatiivses
stiilis, kasutades néiteks viitasid ja massiive. Funktsiooni runST abil saab
ST-monaadist ohutult valjuda.

Samas on GHC-s iisna ebamugav kasutada korraga monaadilisi ja tavalisi
vaartusi. Naiteks SML-is saab korvalefekte sisaldavaid tdisarvulisi vadrtusi
ja puhtaid taisarvulisi vddrtusi anda argumendiks iihele ja samale (tédisarvu
ootavale) funktsioonile, kuna need véirtused on sama tiiiipi. GHC-s on need
védrtused erinevat tiiiipi (Integer jaM Integer, kus M on mingi monaad) ja
nende argumendiks andmiseks tiilipi Integer véirtust ootavale funktsiooni-
le tuleb kasutada erinevaid funktsiooni rakendamise operaatoreid, vastavalt
tavalist funktsiooni rakendamise operaatorit ning funktsiooni 1iftM.

Samuti tuleb kasutada erinevaid operaatoreid, kui funktsiooni tulemus
voi kogu funktsioon ise on monaadiline véiartus. Kui kasutada korraga mak-
simaalselt iihte monaadi, siis on kokku 16 erinevat kombinatsiooni funktsiooni
ja argumendi tiiiipide jaoks:

f X fx GHC standardfunktsioonidega
a—>b a b fx

a->Mb>b a Mb fx

M (a -> b) a Mb f ‘ap‘ return x

M (a -> M D) a Mb join (f ‘ap‘ return x)
a-—>b Ma Mb f ‘1iftM‘ x

a->Mb>b Ma Mb f =<< x

M (a -> b) Ma Mb f ‘ap‘ x

M (a ->Mb) Ma Mb join (f ‘ap‘ x)

Ma->bD a b f (return x)
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Ma->Mb a Mb f (return x)

M Ma->b) a Mb f ‘ap‘ return (return x)
MMa->Mb) a Mb join (f ‘ap‘ return (return x))
Ma->b Ma b fx

Ma->Mb Ma Mb fx

M Ma->b) Ma Mb f ‘ap‘ return x

MMa->Mb) Ma Mb join (f ‘ap‘ return x)

Selles tabelis on kirjas, kuidas nendel juhtudel GHC standardfunktsioonide
abil funktsiooni rakendada. Nende 16 juhu jaoks tuleb kokku kasutada 10
erinevat funktsiooni rakendamise operaatorit. Et nende kasutamine oleks vé-
hem kohmakas, voime defineerida need 10 infiksoperaatorit (moéned on juba
standardfunktsioonidena olemas), néiteks:

f X fx infiksoperaator
a->b a b $
a->Mb a Mb $

M (a ->b) a M b b=

M (a ->Mb) a Mb =Y <<=
a->b M a M Db =%
a->Mb»D M a M b =<<

M (a -> b) M a M Db YA

M (a->Mb) M a Mb =7<<
Ma->b a b =
Ma->Mb a M b =

M (Ma->b) a M b ==

M Ma->Mb) a Mb =Y <<==
Ma->b M a b $
Ma->Mb M a Mb $

M (Ma->D) M a Mb YA
M(Ma->MDb) Ma Mb =Y<<=

Lisaks tavalisele funktsiooni rakendamisele on vaja ka infiksoperaatoreid
kasutada. Neid voib muidugi tavaliste funktsioonidena (prefikskujul) kasuta-
da, kuid see on ebamugav. Seega on vaja veel vihemalt {ihte operaatorit (kui
infiksoperaatori tiilip voib ka monaadi sisaldada, siis on rohkem operaatoreid
vaja):

($%) :: forall a b (m :: * —=> *).
(Monad m) =>ma -> (a->b) =>mb
($%) = flip 1iftM
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Vaatleme niiiid jargmist imperatiivset algoritmi (jérjestamise kiirmeetod
ehk Quicksort):

void gs(int[] a, int 1, int r) {
if r-1 <= 1 then
return;
else {
void swap(int u, int v) {
int t = alul;
alul = alvl;

alvl = t;
+
int x = al[l];
int j = 1+1;
int i = j;

while i < r {
if ali] < x {
swap(i, j);
J =3y
}
i+=1;
+
swap(j-1, 1);
gs(a, 1, j-1);
gs(a, j, 1);

by

Imperatiivne kiirmeetod sorteerib massiivi in-place, s.t kasutades ainult kons-
tantset hulka lisamé&lu lisaks sorteeritavale massiivile. See on vajalik néiteks
sellisel juhul, kui sorteeritav massiiv asub viilisel andmekandjal (nt kovakettal
vOi vorgus) ning on nii suur, et méllu ei mahu. Funktsionaalselt realiseeritud
kiirmeetodit ei saaks sellisel juhul kasutada, kuna seal on vaja pidevalt uusi
liste moodustada, mille maht rekursiooni iilemisel tasemel on sorteeritava
massiiviga samas suurusjargus.

Haskellis voib selle algoritmi eespool defineeritud infiksoperaatorite abil
kirjutada nii:

gs :: STArray s Int Int -> Int -> Int -> ST s ()
gs alr-~=
if r-1 <= 1 then
return ()
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else do
let al = writeArray a
let ar = readArray a
let
swap u v = do
t <-—aru
al u =<< ar v
al v $§ t
x <—ar 1
(j1,jr) <- makeSTRef (1+1)
(il,ir) <- makeSTRef =<< jr
while (ir $% (<) %= 1) § do
when =% ((ar =<< ir) $% (<) %= x) =l<<= do
swap =% ir =J<< jr
jl =<< jr §%h (+) %=1
il =<< (+1) =Y ir
swap =% (jr 8% (=) %= 1) =l<<=1
gs a 1 =<< (jr $% (=) %= 1)
gs a =% jr =h<<=r

Siin makeSTRef tekitavad uue viida ning tagastab selle viida vasaku ja parema
semantika. Analoogiliselt saaks massiivi defineerimiseks kasutada funktsioo-
ni makeSTArray, mis tagastab selle massiivi vasaku ja parema semantika
Siin on massiiv a juba eelnevalt konstrueeritud, funktsioonis defineeritakse
vaid selle vasak ja parem semantika (al ja ar). Funktsioon while on intui-
tiivse semantikaga. Ndeme, et antud koodis on vaja funktsiooni rakendamise
jaoks kasutada 7 erinevat operaatorit ($% %= $ =) =lh<< =<< =Y<<=). See
on viga ebamugav, programmeerija peab pidevalt motlema, millist operaa-
torit kasutada, ning infiksoperaatorite prioriteedid léhevad kaduma. Samuti
on kood halvasti loetav (kuigi seda annab parandada, kui lasta tekstiredak-
toril stintaks varvida nii, et need operaatorid oleks raskesti ndhtavad, naiteks
tumehall mustal taustal).

Fumontrixis on tavaline funktsiooni rakendamise operaator ($ voi jar-
jest kirjutamine) iile laaditud ja kasutatav koigil 16 juhul (eeldusel, et ST-
konstruktori monaadina késitlemine on sisse lilitatud). Seega viimase néite
voime kirjutada jargmiselt:

rec gs : forall S. stArray S Int -> Int -> Int -> ST S Unit =
forall S. \ a @ Pair al ar : stArray S Int .
N\l : Int . \r : Int
mif $: (ST S) (r-1 <= 1)
Unit
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do
.swap=\u: Int . \ v : Int . do
. t <- ar u;
al u $ ar v;
al v $ t;
end;
. X <-ar 1;
. Pair jl jr <- makeSTRef $: S (1+1);
. Pair il ir <- makeSTRef $: S jr;
while (ir < r) do
when (ar ir < x) do
swap ir jr;
jl1 $ jr+i;
end;
il $ (+1) ir;
end;
swap (jr-1) 1;
gs al (jr-1);
gs a jr r;
end;

Siin on funktsiooni rakendamise operaatori korral sisuliselt tegemist ad-hoc-
poliimorfismiga ja seda saaks ka tiiiibitaseme funktsioonidega realiseerida,
kuid siis tuleks iga monaadikonstruktori jaoks operaatori kditumine eraldi
defineerida, kuna Fumontrix ei toeta geneerilist programmeerimist.

6.5.2 do-notatsioon

Haskellis on imperatiivse programmeerimisstiili mugavamaks kasutamiseks
olemas do-notatsioon ([1], jaotis 3.14), mis on defineeritud monaadioperat-
sioonide >>= ja fail kaudu. Kuna Fumontrixis on funktsiooni rakendamise
operaator eelmises jaotises kirjeldatud viisil iile laaditud, siis on voimalik
do-avaldised defineerida funktsiooni rakendamise operaatori, mitte otse mo-
naadioperatsioonide kaudu.

Fumontrixis on do-avaldis defineeritud siintaktilise suhkruna jargmiselt:
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do in e
do e1; st in e

e
let _e = e; in

(\ Unit : Unit . do st in e) _e

do . p=-e; st in e =1let _e = e; in
(\ p : typeof _e . do st in e) _e
do . p <-e1; st in e =1let _e = ¢; in
(\ p : basetypeof _e . do st in e) _e
do st end = do st in Unit
Siin st tdhendab suvalist (tithja voi mittetiihja) do-notatsiooni lausete jada.
Operaator basetypeof sarnaneb operaatoriga typeof, kuid avaldise tiiiibist
eemaldatakse koik tipmisel tasemel olevad monaadid. Seega kui avaldis on
monaadilist tiiiipi (tdpselt ihe monaadiga), siis kasutatakse funktsiooni ra-
kendamise operaatori $ asemel operaatorit =<<.

Néeme, et erinevalt Haskellist on do-avaldisel kaks erinevat kuju —
do st in e ja do st end. Esimese variandi korral tagastatakse do-avaldise
tulemusena avaldise e véartus. Siin on tagastatav vadrtus iilejadnud lause-
test eraldatud (ning iilelaadimise tottu ei ole seal return vaja kasutada),
erinevalt Haskellist, kus tagastatav vadrtus madratakse do-konstruktsiooni
viimase lausega, mille ette tuleb enamasti return kirjutada. Teise varian-
di korral on do-avaldise tulemuseks iihiktiiiibi vaartus, mitte viimase lause
vadrtus. Seega Fumontrixis on tagastusviartus selgelt iilejainud lausetest
eraldatud, mis muudab koodi lugemise lihtsamaks.

Erinevalt Haskellist ei ole Fumontrixis monaadidel funktsiooni fail. Kui
do-avaldises néaidisesobitamine ebaonnestub, siis on tulemuseks 1. Samas ei
ole see automaatne funktsiooni fail viljakutsumine hadavajalik, kuna selle
sobitumise kontrolli ja ebadonnestumise korral mingi funktsiooni véljakutsu-
mise saab ka késitsi teha, nagu jirgnevas néites (vt ka [1], jaotis 3.14):

do
sti;
. e <- £ 10;
in
case e of
Just x -> do st2 in expr;
_ -> fail;
end;

See vastaks siis jargnevale koodile, kui automaatne fail valjakutsumine oleks
olemas:

do
sti;
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. Just x <- f 10;
st2;

in
expr

6.5.3 Mitme monaadi korraga kasutamine

Seni vaatlesime pohiliselt juhtu, kus korraga on kasutusel maksimaalselt {iks
monaad. Monikord on vaja korraga mitut monaadi kasutada. Olgu

f: My (My a -> Mj b) ja

x : My (My a)

Siis peaks funktsiooni rakendamisel olema

fx: My (My (M3 b)) Siin My, My, M3 ja My on 0 voi enama monaadi
kompositsioonid (need kompositsioonid ei pruugi ise olla monaadid).

Fumontrixis ongi voimalik selliselt kasutada korraga mitut monaadi. Iga
funktsiooni rakendamise korral koostatakse kasutatavate monaadide monaa-
difunktsioonide pohjal sobiv funktsiooni rakendamise operaator ja rakenda-
takse seda. Siin on erinevaid funktsiooni rakendamise operaatoreid palju roh-
kem kui 10, mis oli ithe monaadi korral, aga programmeerija ei pea nende
péarast muretsema, kuna tavaline funktsiooni rakendamise operaator tootab
koigil neil juhtudel.

Kui M, = M4 = M3 = M ehk kasutusel on ainult {iks monaad, siis oleks
fx: MM M b)). Eelnevalt vaadeldud ithe monaadiga juhu korral oli tu-
lemuseks £ x : M b. Fumontrixis koondatakse sellisel juhul (monaadifunkt-
siooni join abil) korvutisattuvad vordsed monaadikonstruktorid. Esialgsete
kompositsioonide My, My, M3 seest korvuti olnud vordseid monaadikonst-
ruktoreid ei koondata.

Kui funktsiooni rakendamise operaator on selliselt erinevate monaadide
kasutamiseks iile laetud, siis saab do-avaldises vabalt kasutada vaheldumisi
erinevaid monaade. Sellisel juhul voib lopuks do-avaldise tiilip olla midagi
sellist:

M1 (M2 (M3 (M1 (M2 (M3 Int))))).
Siin M1, M2, M3 on iiksikud monaadid, mitte kompositsioonid.

Sellist tiitipi vaartusest taisarvu kittesaamiseks voiks kirjutada run funkt-
siooni, mis tootab koigi vadrtuste jaoks, mille tiiiip on kujul
my (mg ... (m, a)...),
ning annab vélja tiilipi M a vadrtuse, kus M on mingi monaad. Siin monaadid
mi, Mo, ..., m, on mingi tiiiibiklassi esindajad.

Selle jaoks on vaja, et iga monaadi m; jaoks oleks olemas teisendaja tiiiipi
m; a —> M a. Muidugi oleks voimalik see teisendaja igal monaadi kasuta-
misel ilmutatult vélja kutsuda, kuid see ldheks kohmakaks. Mugavam oleks
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véalja kutsuda run funktsioon iihe korra terve do-avaldise jaoks.
GHC-s saab teha midagi sellist:

class ListRunnable a b | a -> b where
runlist :: a -> [b]

newtype Stop a = Stop a

maybeToList :: Maybe a -> [al
maybeToList (Just x) [x]
maybeToList Nothing (]

instance ListRunnable (Stop a) a where
runlList (Stop x) = [x]

instance ListRunnable a b => ListRunnable [a] b where
runlist xs = concat (map runlist xs)

instance ListRunnable a b => ListRunnable (Maybe a) b where
runList xs = concat (map runList (maybeToList xs))

(>=>) :: forall al r (m :: * —> *).
(Monad m) =>m al -> (al > r) ->nmnr
(>=>) = flip 1liftM

1r =
[1,2,3] >=> \ x —>
Just 700 >=> \ y ->
[10,20] >=> \ z ->
Stop (x +y + 2)

Siin kasutame korraga kahte monaadi: [] ja Maybe. 1r on tiiiipi
forall t. (Num t) => [Maybe [Stop t]]

ehk

[Maybe [Stop Integer]]

kui arvutiiiibid monomorfsed oleks. Siis

runlist 1r :: [Integer]

Kuna GHC ei luba tiiiibitaseme funktsioonides tulemuse tiiiibi defineerimisel
vaikevariante kasutada (vt jaotist 5.3.5), siis on siin vaja konstruktor Stop
sisse tuua.

Fumontrixis saame sama néite realiseerida tiiiibitaseme funktsioonidega:
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type runlist = \ v : Q@ .

value
(type
(\ t rec @ .
case t of
List a ->
value \ xs : t
concat (map (type rec a) xs);
Maybe a —>
value \ mx : t
concat (map (type rec a) (maybeTolList mx));
_ >
value \ x : t .
x :: Nil;
end
) (typeof type v)
) (type v);

newmonad List;
newmonad Maybe;
1r = do
.x <=1 :: 2 :: 3 :: Nil,;
.y <= Just 700;
.z <-10 :: 20 :: Nil;
in
X+y+ z;

main = type runlList (value 1lr)

Siin ei ole erinevalt GHC-st vaja Stop-konstruktorit sisse tuua ning kasutada
saab do-notatsiooni. 1r on tiiiipi

List (Maybe (List Int))

ning type runList (value 1lr) on tiiiipi List Int.

6.5.4 Monaadiliste viirtuste poliimorfismi piiramine

Monikord voib selles peatiikis vaadeldav monaadiliste viartuste poliimorfism
ootamatuid tulemusi anda, kui me tegelikult ei plaaninud seda kasutada.
Niiteks avaldise

Just (3 :: 4 :: Nil)
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vadrtuse tiiiip ilma monaadiliste vadrtuste poliimorfismita on
Maybe (List Int), aga poliimorfismiga on hoopis List (Maybe Int). See
tuleb sellest, et Just on tiilipi forall A. A -> Maybe A, kuid talle antak-
se argumendiks vaartus tiilipi List Int. Nagu kvantorite avamisel, avatakse
argumendiks antud vadrtuse tiiiibis enne unifitseerimist voimalikult palju
tipmisel tasemel olevaid monaade. Seega ei viartustata kvantori avamisel
A = List Int, vaid A = Int ning funktsiooni rakendamisel kasutatakse
operaatorit fmap (listimonaadi oma), mitte tavalist funktsiooni rakendamist.
Et selliseid iillatusi véltida, on Fumontrixis voimalik mé&érata, milliseid
konstruktoreid késitletakse mingis skoobis monaadidena (monaadiliste véér-
tuste poliimorfismi mottes). Alguses ei késitleta ithtegi konstruktorit monaa-
dina, isegi kui see on monad klassi esindajaks defineeritud. Deklaratsioon

newmonad M;

muudab monaadikonstruktori M antud alamskoobis monaadina késitletavaks.
Kui mingis alamskoobis ei soovita seda enam monaadina késitleda, siis voib
anda deklaratsiooni

unmonad M;

Kui mingis alamskoobis ei soovita iihtegi konstruktorit monaadina késitleda,
siis voib anda deklaratsiooni

nomonads;

selle asemel, et iga monaadi jaoks unmonad-deklaratsioon anda. Alamskoopi-
des on siis voimalik vajaduse korral jélle moni newmonad-deklaratsioon anda.

newmonad- ja unmonad-deklaratsioone voib kasutada ka keerulisemat liiki
kui * -> * monaadikonstruktorite korral, naiteks

newmonad ST;

(ST on liiki * -> * -> x). Sellisel juhul k&ib deklaratsioon koigi monaadide
kohta, mis on antud konstruktoriga konstrueeritavad. Praegusel juhul siis
ST a kohta iga tiiiibi a jaoks.
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7 Semantika kirjeldamisest

7.1 Fumontrixi interpretaatori realiseerimisest

Fumontrixi interpretaator on realiseeritud Haskellis. Stintaksi parseri gene-
reerimiseks kasutatakse Happy’t [6], mis on Yacc'i analoog, kuid genereerib
C koodi asemel Haskelli koodi. Lekser on realiseeritud késitsi Haskellis.

Interpretaatoris on siintaktilistele konstruktsioonidele iiritatud anda se-
mantika funktsionaalsel kujul, kasutades ainult puhtalt funktsionaalseid and-
mestruktuure (sh monaade, kuid mitte sisendit-valjundit). Seega on interpre-
taatori koodist voimalik valja lugeda teatud liiki denotatsiooniline semantika.
Et semantika jédks voimalikult lihtsaks, ei ole optimiseerimisele eriti rohku
pandud ning see interpretaator on seetottu aeglasem ja mélunoudlikum (eba-
efektiivsem) kui traditsioonilised interpretaatorid.

Samuti ei ole selles interpretaatoris rohku pandud veateadete (nt tiiiibivi-
gade) informatiivsusele, kuna see jadb kdesoleva t66 skoobist vilja. Seetottu
on koodi mittetundval kasutajal veateatest aru saamine raskendatud.

7.2 Interpretaatori koodi struktuur

Lekser on realiseeritud failis Lexer.hs. Lekser teisendab stringikujul oleva
lahtekoodi lekseemide listiks. Lekseemid on defineeritud failis Syntax.hs.

Parseri kirjeldus on antud failis Parser.y, millest genereeritakse Hap-
py abil fail Parser.hs. See viimane on ka interpretaatori lihtekoodi juurde
alles jaetud, et interpretaatori kompileerimiseks ei oleks vaja Happy't instal-
lida. Parser teisendab lekseemide listi abstraktse siintaksi kujule. Abstraktne
siintaks on defineeritud failis AbsSyntax.hs.

Failis Types.hs on defineeritud moned tiiiibisiinoniiiimid, mida mujal ka-
sutatakse.

Failis SemCats.hs on defineeritud semantilised kategooriad (tiiiibid, vaar-
tused jne) ning kontekst ja keskkond. Failis SemHelpers.hs on moningad
abifunktsioonid semantika andmiseks (kvantorite lisamine ja avamine, muu-
tujate asendamine tiiiibiavaldises jne). Failis SemUnify.hs on defineeritud
unifitseerimise ja monaadiliste védrtuste poliimorfismiga seotud funktsioo-
nid, mida kasutatakse andmetaseme funktsiooni rakendamise operaatori se-
mantika andmisel.

Failis Denot.hs on pohiline denotatsioonilise semantika kirjeldus. Seal
antakse nii staatiline kui diinaamiline semantika erinevate siintaktiliste kate-
gooriate jaoks, samuti lihtrekursiooni ja tiiiibiklasside semantika.

Failis SemInitCtx.hs defineeritakse Fumontrixi programmi algkontekst
ja -keskkond (sisseehitatud tiiiibid ja operatsioonid) ning kogu programmi
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semantika. Failis Interpret.hs defineeritakse interpretaator ise I0-monaa-
dilise tegevusena. IO-monaadi kasutataksegi ainult siin ning Fumontrixi ST-
monaadi realiseerimiseks.

7.3 Fumontrixi semantika kirjeldamisest
7.3.1 Semantika tasemed

Fumontrixis antakse semantika kolmel erineval tasemel: liigitase, tiiiibitase
ja andmetase. Neist esimesed kaks moodustavad staatilise semantika, kuna
need arvutatakse vilja tiiiibikontrolli kédigus, see arvutuste kéik on igal prog-
rammi kédivitamisel sama (kui kood ei ole muutunud) ning nende arvutuste
termineerumine on garanteeritud.

Andmetaseme semantika moodustab diinaamilise semantika, mille arvu-
tamine ei pruugi termineeruda. Siin voiks ka arvutuse kiik erinevatel prog-
rammi kéivitamistel olla erinev, kui programm saaks teha sisendi-véljundi
operatsioone. Fumontrixis siiski sisendit-valjundit realiseeritud ei ole (v.a
ST-monaadi viidad ja massiivid, kuid neid saab kasutada ainult muust maa-
ilmast eraldatud 16imedes, mille algseisund on fikseeritud, seega on arvutused
seal deterministlikud).

Failis Denot . hs antakse liigitaseme semantika funktsioonidega, mille nimi
lopeb sufiksiga Kem, tiiiibitaseme semantika sufiksiga Zem ning andmetaseme
semantika sufiksiga Sem. Naiteks avaldiste semantika antakse funktsioonidega
exprKem, exprZem ja exprSem.

7.3.2 Seosed semantika tasemete vahel

Kuigi Fumontrixi semantika antakse kolmel erinevale tasemel, on need tase-
med mingil médral omavahel seotud. Néiteks tiiiibi(konstruktori) rakenda-
misel universaalselt kvantifitseeritud tiiiipi vdartusele (poliimorfse véartuse
spetsialiseerimisel operaatori $: abil) médratakse rakendatava tiiiibikonst-
ruktori liik liigitaseme semantikaga. See liik peab {ihtima poliimorfse tiiiibi
kvantoriga seotud muutuja liigiga, kuid viimane selgub alles tiiiibitaseme
semantikas, kvantifitseeritud tiilip ise on liiki * ja liigitasemel selle kohta
rohkem infot kétte ei saa. Naiteks

(type tf Int) $: List

kus tf on tiiiibitaseme funktsioon liiki * -> @. Siis type tf Int on véér-
tus ning rakendatav tiilip List on liiki * -> *. Liigitasemel véartuse tiiiibi
kohta mingit infot teada ei ole. Tiilibitaseme funktsioon tf voib tagastada
nii forall A. Akuiforall M : * -> x . M Int tiilipi védartuse, olenevalt
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argumendist. Kuna liigitasemel tiitibitaseme funktsioone ei viartustata (se-
da tehakse tiiiibitasemel), siis ei ole liigitasemel voimalik neil juhtudel vahet
teha.

Seega toimub liikide {ihtimise kontroll antud juhul tiiiibitasemel ja selleks
on vaja edastada liigitaseme semantikas vilja arvutatud rakendatava tiiii-
bikonstruktori liik (antud juhul List : * -> *) tiilibitasemele. Alternatiiv
oleks see info tiilibitasemel uuesti vélja arvutada. See tdhendaks korduvat
sama asja uuesti viljaarvutamist. Naiteks kui see $: rakendus asub kuskil
tiilibitaseme funktsiooni sees ning seda tiiiibitaseme funktsiooni kutsutakse
korduvalt vélja, siis oleks (selle $: rakenduse) liigitaseme semantika igal vél-
jakutsel sama, kuid tiiiibitaseme semantika voib olla iga kord erinev, soltudes
selle tiiiibitaseme funktsiooni argumendist. Sellepérast ongi liigitase tiilibita-
semest eraldatud.

Seega on vaja edastada infot liigitasemelt tiiiibitasemele ja Fumontrixi
interpretaatoris kasutatakse selleks KemInfo tiilipi vadrtusi. Mingile siintak-
tilisele objektile liigitaseme semantika arvutamisel leitakse lisaks KemInfo
vadrtus, mis sisaldab tiilibitasemele edastatavat infot nii selle siintaktilise
objekti kui selle alamobjektide jaoks. See voimaldab arvutada vilja liigita-
seme semantika kogu programmi jaoks ning saada kohe kétte tiiiibitasemele
edastatav info koigi selle alamobjektide jaoks. See KemInfo véadrtus antakse
siis tiiiibitaseme semantika arvutamisel parameetriks. Siintaktiliste objekti-
de tiiiibitaseme semantika voib soltuda alamobjektide semantikast, mille ar-
vutamiseks vajalik KemInfo véirtus sisaldub parameetrina korgema taseme
objekti KemInfo vadrtuses.

Seega info liigub lihtsalt liigitasemelt tiiiibitasemele. Natuke ebamugav on
kiill see, et KemInfo vadrtusi tuleb toddelda ka nende siintaktiliste objektide
juures, mis ise seda infot ei kasuta, kuid mille alamobjektid kasutavad seda.
Naiteks tavalise tiiiibitaseme funktsiooni rakendamise jaoks tuleb liigitasemel
funktsiooni ja argumendi KemInfo ithendada (konstruktori KIList abil) ning
tiilibitasemel jélle eraldada ja anda alamobjekti semantikate arvutamisel pa-
rameetriks.

Lisaks liigitaseme ja tiilibitaseme seotusele on seotud ka tiiiibitase ja
andmetase (niiteks andmetaseme funktsiooni rakendamise korral méératak-
se andmetasemel rakendamiseks kasutatav monomorfne operaator tiitibitase-
mel, kuna see soltub (ainult) funktsiooni ja argumendi tiiiipidest, andmeta-
semel on vaja ainult funktsiooni ja argumendi vaartused sellele operaatorile
argumendiks anda). Seal kasutatakse analoogilist meetodit info edastamiseks
ithelt tasemelt teisele. KemInfo asemel kasutatakse siin StatSemInfo tiiiipi
vaartusi.
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7.3.3 Monaadid semantika esitamisel

Antav semantika vastab enam-vihem denotatsioonilisele semantikale, ku-
na konstruktsioonide semantika antakse puhtalt funktsionaalsel kujul alam-
konstruktsioonide (komponentide) kaudu (kompositsiooniliselt). Tiitibikont-
rolli ja liigikontrolli jaoks kasutatakse siiski (puhtalt funktsionaalselt defi-
neeritud) monaade. Tiiiibikontrolli monaad TC voimaldab hoida kas tavalist
véadrtust voi erindit (tiiiibiviga). Sellisel juhul ei ole vaja igas kohas, kus voib
tiilibiviga tekkida, seda kontrollida — kui kuskil tekib tiiiibiviga, siis on see
lopptulemuses néha.

Liigikontrolli monaad KC voimaldab lisaks erindile (liigiveale) kasutada
ka lihtsat seisundit. Seda kasutatakse unikaalsete identifikaatorite generee-
rimiseks, et nummerdada tiiiibitaseme védrtuste kontekste. See on vajalik
leksilise skoopimise siilitamiseks, kuna tiiiibitaseme véartust voidakse kasu-
tada ka mingis muus skoobis kui see, milles see defineeriti.

7.3.4 Andmestruktuurid semantika esitamisel

Semantika andmisel kasutatakse konteksti (staatilises semantikas) ja keskkon-
da (diinaamilises semantikas). Kumbki neist koosneb Haskelli Map-tiiiipi and-
mestruktuuridest. Map on andmestruktuur, mis seab monedele teatud tiiiipi
védrtustele (see tiilip peab olema Ord-klassi esindaja) vastavusse maksimaal-
selt ithe mingit teist tiiiipi vaartuse.

See andmestruktuur on Haskellis realiseeritud funktsionaalselt, seega ole-
masolevat andmestruktuuri ei saa muuta. Kui on vaja seal andmestruktuuris
muudatusi teha (kirjeid lisada, kustutada, muuta), siis luuakse uus andme-
struktuur, mis erineb vanast nende muudatuste vorra, kuid vana andmestruk-
tuur jaab ka alles ning viidad sellele jadvad kehtima (kui tikski viit enam sin-
na ei viita, siis voib priigikoristus selle minema visata). Kuna vanal ja uuel
andmestruktuuril on siiski {isna palju iihist, siis ei pea iga muudatuse jaoks
taielikku koopiat tegema, vaid andmeid voib jagada erinevate versioonide va-
hel. Seetottu see funktsionaalne andmestruktuur ei ole véga palju aeglasem
ja malunoudlikum kui vastavad imperatiivsed andmestruktuurid.

7.4 Lihtsamate konstruktsioonide semantikast
7.4.1 Avaldised

Enamiku avaldisekonstruktsioonide semantika on iisna lihtne ja standardne.
Avaldise semantika méédrab selle tiiiibi ja viartuse, mis soltuvad kontekstist
ja keskkonnast.
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Muutujate jaoks on kontekstis kujutus zVar, mis seab muutuja nimele
vastavusse selle tiiiibi, ning keskkonnas kujutus eVar, mis seab muutuja ni-
mele vastavusse selle vairtuse.

Tiiiibikonstruktorite jaoks on kontekstis kujutus zCon, mis seab konst-
ruktori nimele vastavusse selle tiiiibi avaldisena kasutamisel (véli zConExpr
kujutuse tulemuseks olevas kirjes), selle semantika néidisena kasutamisel (véli
zConPatt) ning selle aarsuse (zConArity). Konstruktori kasutamisel avaldi-
sena ldheb ainult esimest komponenti vaja, iilejadnud on vajalikud konstruk-
tornéidise semantika jaoks. Keskkonnas on kujutus eCon, mis seab konstruk-
tori nimele vastavusse selle vadrtuse avaldisena kasutamisel (eConExpr) ning
selle semantika néidisena kasutamisel (eConPatt).

exists-avaldise exists C : k . t[C] andmetaseme semantikaks on nn
pakkimisfunktsioon:

Exists _pi _astr _ke _ua ->
VForall $§ \ vpi -> VFun $ \ va -> VExists vpi va

See on poliimorfne funktsioon, mis votab argumendiks monomorfset tiiiipi
t[C] vadrtuse va ning pakib selle koos tiitibiparameetrile C' vastava tiiiibiklassi
c eksemplariga (voi tihiktiiiibi védrtusega parameetrilise poliimorfismi korral)
vpi eksistentsiaalseks véirtuseks VExists vpi va.

forall-avaldise tiiiibitaseme semantikas

Forall pi astr ke ea —> do
let KIType cid kie = ki
zpi <- polymorphismInfoZem pi ctx
let k = kindExprKem ke
let (aid, ctx’) = addTypeVar astr k ctx
ctx2 <- addInstance zpi aid cid $ ctx’
(te,ssie) <- exprZem ea kie ctx2
return (makeTForall zpi aid k te, SSIForall cid ssie)

luuakse funktsiooniga addTypeVar uus tiiiibikonstruktor, millele eraldatak-
se uus unikaalne identifikaator aid, mida veel kontekstis kasutusel ei ole.
Funktsiooniga addInstance muudetakse see uus tiilip (konstruktor) tiiiibi-
klassi esindajaks (kui kvantifitseeritud muutuja oli seotud tiiiibiklassiga). Ek-
semplari vaartus lisatakse keskkonda andmetaseme semantikas funktsiooniga
addVInstance. Lihemalt vaatleme seda jaotises 7.6.4.

Funktsiooni rakendamise semantikat vaatleme lahemalt jaotises 7.5. type-
avaldise semantikat vaatleme jaotises 7.6.2.
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7.4.2 Tilibiavaldised

Enamiku tiiiibiavaldisekonstruktsioonide semantika on samuti iisna lihtne,
v.a tiilibitaseme programmeerimisega seotud konstruktsioonid, mille seman-
tikat vaatleme jaotises 7.6. Tiilibiavaldise semantika méérab selle tiiiibitase-
me objekti, mida see avaldis kujutab.

Tiitibimuutujate (siinoniitimide) ja tiitibikonstruktorite liigitaseme seman-
tika jaoks on kontekstis kujutus zTVarKind, mis seab tiiiibimuutuja voi -konst-
ruktori nimele vastavusse selle liigi. See on ka ainus osa kontekstist, mida
liigitaseme semantika andmisel kasutatakse.

Tiiibimuutujate tiitibitaseme semantika jaoks on kontekstis kujutus zTVar,
mis seab muutuja nimele vastavusse tiiiibitaseme objekti (tiitibi, tiiiibikonst-
ruktori, tiiiibitaseme funktsiooni voi tiiiibitaseme védirtuse).

Thiiibikonstruktorite tiiiibitaseme semantika jaoks on kontekstis kujutus
zTCon, mis seab konstruktori nimele vastavusse tiiiibitaseme objekti (antud
juhul tiitibikonstruktori).

7.4.3 Naidised

Niidise semantika médrab, kuidas véartuses sisalduvat infot antud néidise
poolt keskkonda (ja selle staatilist infot keskkonda) salvestatakse, s.t néidise
semantika seab vidrtusele ja selle tiiiibile vastavusse vastavalt keskkonna- ja
kontekstiteisenduse. Diinaamilist semantikat méérava funktsiooni tiiiip on

pattSem :: Patt -> Value -> StatSemInfo -> Environment
—-> Maybe Environment

Siin kasutatakse Maybe-tiiiipi, kuna néidisesobitamine voib (mones keskkon-
nas) ebadnnestuda ning sellisel juhul on tulemuseks Nothing.
Muutujanéidise korral lihtsalt seotakse vaartus vastava muutujanimega.
Konstruktornéidise korral kontrollitakse, et vaartus oleks moodustatud o0i-
ge konstruktoriga ning rakendatakse konstruktori argumentvéirtustele alam-
ndidiste semantikat, mille ithendamiseks kasutatakse Maybe-monaadis foldM-
funktsiooni, seega kui mone alamnéidise sobitamine ebadnnestus, siis on kogu
tulemuseks Nothing.
exists-néidise korral tuuakse sisse uus tiitibikonstruktor, mis vajadusel
muudetakse tiiiibiklassi esindajaks (kasutades eksistentsiaalse véértuse sisse
pakitud eksemplari), sarnaselt forall-avaldise semantikaga. Eksistentsiaalse
vadrtuse sees olevale tavalisele vidrtusele rakendatakse alamnaidist.
Ulejésinud andmetaseme niidisekonstruktsioonid on lihtsa semantikaga.
Analoogiliselt andmetaseme n#idistega méérab tiiiibindidise semantika,
kuidas tiilibitaseme objektis sisalduvat infot konteksti salvestada. Eraldi tiiii-
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binéidisekonstruktsioonid on olemas ainult tiiiibikonstruktorite, funktsiooni-
tiilipide ja tdisarvutiiiibi jaoks, tipmiste kvantoritega tiiiibid sobituvad ainult
muutujanaidise ja ignoreerimisnéidisega. Tiilibitaseme funktsioone ja véar-
tusi ei saa iildse tiilibindidistega kasutada. Tiilibinédidiseid saab kasutada ai-
nult tiiiibitaseme case-konstruktsioonis, mitte tiitibitaseme A-abstraktsioonis
ega let-avaldises.

7.4.4 Algebralised andmetiiiibid

Algebraliste andmetiiiipide semantika antakse kahes osas. Funktsioonidega
dataConKem, dataConZem, dataConSem antakse andmekonstruktorite (algeb-
ralise andmetiiiibi variantide) semantika. Funktsioonidega dataTypeKem,
dataTypeZem, dataTypeSem antakse tiilibikonstruktori semantika.

Algebralise andmetiiiibi tiiiibikonstruktori staatiline semantika lisab sel-
le uue tiiiibikonstruktori konteksti. Lisaks defineeritakse kolm funktsiooni:
constr, mis on selle konstruktori semantika tiiiibiavaldises kasutamisel; destr,
mis kontrollib, et tiilip oleks konstrueeritud just vaadeldava konstruktoriga
ja tagastab selle konstruktori argumendid; addVarsToContext, mis lisab al-
gebralise andmetiiiibi definitsioonis méaratud tiiiibikonstruktori parameetrid
uute konstruktoritena konteksti.

Neid kolme funktsiooni kasutatakse selle algebralise andmetiiiibi and-
mekonstruktorite staatilise semantika defineerimisel. Iga andmekonstrukto-
ri semantikas lisatakse addVarsToContext abil tiilibiparameetrid konteksti
ning leitakse andmekonstruktori argumendiks antud tiiiibiavaldisele vasta-
vad tiilibid antud kontekstis. Need voivad sisaldada tiitibiparameetreid. Et
leida konstruktori tiiiipi avaldises kasutamisel (constrType), moodustatak-
se nende argumenditiiiipide ja oodatava tulemustiiiibi pohjal curried-kujul
funktsioonitiilip ning seotakse (koik algebralise andmetiiiibi deklaratsioonis
esinenud) tldisuskvantoritega. Samuti leitakse konstruktori néidisena kasu-
tamise semantika (destr) ja aarsus (arity).

Andmekonstruktori diinaamilises semantikas méératakse analoogilise aval-
disena ja néidisena kasutamise semantikad (vastavalt sv ja sp).

7.4.5 Deklaratsioonid

Deklaratsiooni semantikaks on konteksti- ja keskkonnateisendus.

Mitterekursiivse let-deklaratsiooni semantika moodustatakse standard-
selt niidise ja avaldise semantika pohjal, lisades avaldise poolt mé&dratud
védrtuse (voi selle osad) néidise abil keskkonda ning selle vaartuse tiiiibi
kohta kéiva info (eksistentsiaalsete néidiste korral) konteksti.
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Rekursiivse rec-deklaratsiooni korral on annotatsioonina antud ka rekur-
siivse funktsiooni tiiiip, mis lisatakse enne seda funktsiooni kirjeldava avaldise
tiitibi leidmist konteksti. Diinaamilises semantikas kasutatakse piisipunkti-
operaatorit fix, et lisada defineeritava funktsiooni vidrtuse sellesse samasse
keskkonda, milles see funktsioon vairtustatakse.

data-deklaratsiooni korral leitakse algebralise andmetiiiibi tiiiibikonstruk-
tori semantika ning selle abil ka andmekonstruktorite semantikad ning lisa-
takse need konteksti ja keskkonda.

newmonad-, unmonad- ja nomonads-deklaratsioonid muudavad kontekstis
olevat kujutust zMonad, mis seab tiitibikonstruktori unikaalsele identifikaato-
rile vastavusse iihiktiiiibi elemendi. Sisuliselt on tegemist tiiiibikonstruktorite
hulgaga. See on nende tiitibikonstruktoride hulk, mille abil defineeritud mo-
naade késitletakse monaadidena monaadiliste viartuste poliimorfismi mottes
(vt ka jaotist 7.5.3).

type-deklaratsioon lisab konteksti tiilibitaseme objekti ning seob selle
muutujanimega. Seda vaatleme ka jaotises 7.6. class-deklaratsiooni vaatleme
jaotises 7.6.4.

7.5 Funktsiooni rakendamise semantikast
7.5.1 Funktsiooni rakendamine

Fumontrixi funktsiooni rakendamise semantika on oluliselt keerulisem kui
matemaatiline funktsiooni rakendamine. Funktsiooni rakendamiseks kasuta-
tav operaator soltub funktsiooni ja argumendi tiitipidest, mis voivad sisaldada
tipmisel tasemel {ildisuskvantoreid ja monaadikonstruktoreid.

Funktsiooni rakendamise semantika on kirjeldatud pohiliselt moodulis
SemUnify. Funktsioon unifyPolymorphic médrab funktsiooni ja argumendi
tiilibi ning konteksti pohjal rakendamise tulemuse tiiiibi ning andmetasemel
rakendamiseks kasutatava operaatori tiitipi

Value -> Value -> Environment -> Value

Lisaks kasutatakse parameetreid generalOpenVForall ja
getMonadInstanceForType, et saaks kasutada neid moodulis Denot definee-
ritud funktsioone, kuna moodulit Denot moodulisse SemUnify importida ei
saa, sest vastupidine soltuvus on juba olemas.

7.5.2 Uldisuskvantorite avamine

Fumontrixis toimub universaalsete tiitipide (parameetrilise ja tiitibiklassi-)
poliimorfismi realiseerimiseks funktsiooni rakendamise korral funktsiooni ja
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argumendi tiiiibi tipmiste iildisuskvantorite avamine. Olgu funktsiooni tiiiip
kujul

forall C’{. ... forall C’T{f. (forall Cf. ... forall C’gd. ta) —> t.
ning argumendi tiitip kujul
forall C}. ... forall Cj . t,

Siis koigepealt avatakse kvantorid funktsiooni tiiiibi eest (mis seovad muutu-
jaid C{ oo, CFf f). Seejérel vaadatakse, kas kvantoreid on rohkem argumendi
(nq kvantorit) voi médramispiirkonna tiiiibi (ng kvantorit) ees. Esimesel juhul
avatakse argumendi eest tipmised n,—ng kvantorit (muutujad Cf ... Cy;, _, ).
Teisel juhul on tegemist tiiiibiveaga, kuna argument ei ole piisavalt poliimorf-
ne.

Avatud kvantifitseeritud muutujaid véartustatakse unifitseerimise kaigus
(vt jaotist 7.5.4). Need muutujad, mis jadvad vdartustamata (kitsendamata),
seotakse uuesti kvantoritega, mis ldhevad tulemuse tiiiibi ette selles jarjekor-
ras nagu nad avati (koige ette funktsiooni ees olnud ja seejirel argumendi ees
olnud).

Lihtsuse mottes vaatlesime selles néites parameetriliselt seotud kvanto-
reid. Tegelikult v6ib (méne) kvantori juures olla ka tiitibiklassikitsendus. Sel-
lisel juhul tuleb see info ka avamisel séilitada (koodis véértused openPIKinds’
ja openPIKinds2), et médrata poliimorfse funktsiooni ja argumendi spetsia-
liseerimisel kasutatavate eksemplaride viirtusi (generalOpenVForall abil),
ning vaartustamata jaanud muutujate taaskvantifitseerimiseks.

7.5.3 Monaadiliste viirtuste poliimorfism

Fumontrixi monaadiliste vadrtuste poliimorfismi realiseerimiseks funktsiooni
rakendamisel toimub funktsiooni ja argumendi tiiiipides tipmiste (newmonad-
deklaratsioonidega méiratud konstruktorite abil defineeritud) monaadide ava-
mine sarnaselt iildisuskvantorite avamisega. Olgu funktsiooni tiitip kujul

M GO, (MM, ) D) > ) )
ning argumendi tiitip kujul
My G (MG t) .. )

Siis koigepealt avatakse monaadid funktsiooni eest. Seejérel vaadatakse, kas
monaade on rohkem argumendi voi madramispiirkonna tiiiibi ees ning avatak-
se nii palju monaade, et argumendi ja méaramispiirkonna tipmiste monaadi-
de arv saaks vordseks. Erinevalt iildisuskvantoritest voib méaaramispiirkonna
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tiiiibi ees olla rohkem monaade kui argumendi ees, kuna monaadide jaoks on
olemas return-funktsioon, mis voimaldab viartuse monaadi sisse viia. Lisaks
avatakse siin muutumispiirkonna tiiiibi . tipmisel tasemel olevad monaadid,
kuigi siin on oluline ainult koige tipmine monaad, mida voidakse koonda-
da (monaadi join-funktsiooni abil), kui see satub tulemuse tiiiibis korvuti
vordse monaadiga.

Funktsiooniga constructMonadicAp konstrueeritakse avatud monaadide
return-, fmap- ja join-funktsioonide abil monaadiline funktsiooni raken-
damise operaator (andmetasemel rakendamise 1dbiviimiseks). Funktsiooniga
monadicApResMonads méidratakse need monaadid, mis lisatakse tagasi tule-
muse tiiiibi ette.

7.5.4 Unifitseerimine

Péarast iildisuskvantorite ja monaadide avamist on vaja méadramispiirkonna
tiilip ja argumendiks antud véartuse tiilip unifitseerida, et kontrollida, kas
funktsiooni rakendamine on iildse voimalik, ning méédrata avatud kvantorite-
ga seotud muutujate vadrtustused. Selleks kasutatakse funktsioone
unifyMonomorphic ja unifySolve.

unifyMonomorphic votab kaks tiiiipi ja vordleb rekursiivselt nende struk-
tuure. Kui iihes struktuuris on mingi koha peal unifitseeritav muutuja (sel-
leks kasutatakse predikaati isVar, mis eristab unifitseeritavaid muutujaid
tavalistest konstruktoritest), siis see on unifitseeritav suvalise tiiiibiga teises
struktuuris ning siit saadakse vorrand kujul muutuje = titbiavaldis. Kui
kummaski struktuuris ei ole antud koha peal unifitseeritav muutuja, siis pea-
vad struktuurid kokku langema ning nende alamstruktuurid unifitseeruma.

Sellise rekursiivse vordlemise teel saadakse 1opuks mingi hulk vorrandeid
eespool toodud kujul. See vorrandisiisteem ei anna veel loplikku muutujate
vaartustust, kuna iiks muutuja voib olla mitme erineva vorrandi vasakuks
pooleks ning paremad pooled voivad samuti sisaldada unifitseeritavaid muu-
tujaid. Seega see vorrandisiisteem on vaja lahendada.

Selleks kasutatakse funktsiooni unifySolve, mis lahendab vorrandisiis-
teemi asendusmeetodi abil. Vorrandite nimekirjast voetakse iiks vorrand ning
kontrollitakse, et see ei oleks rekursiivne (kui parem pool sisaldab vasakuks
pooleks olevat muutujat, siis unifitseerimine ebaonnestub, v.a triviaalse vor-
randi korral, mis nouab muutuja vordumist iseendaga, mille voib lihtsalt
minema visata). Seejirel asendatakse see vorrand iilejadnud vorranditesse,
kaotades selle vorrandi vasakuks pooleks oleva muutuja iilejadnud vorran-
ditest (kui see muutuja esineb veel mone teise vorrandi vasaku poolena, siis
tuleb nende vorrandite paremad pooled unifitseerida, saades mingi hulga (mis
voib olla ka tiihi) uusi vorrandeid). Kui nii on tehtud koigi vorranditega, siis
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on koigi vorrandite vasakud pooled erinevad ning vasakutes pooltes esinevaid
muutujaid paremates pooltes ei esine (muid muutujaid voib esineda).

Nii saamegi kidtte muutujate vaartustuse. Asendades selle vaartustuse
muutumispiirkonna tiitipi, saame kétte funktsiooni rakendamise tulemuse
tiitibi. Moned muutujad voivad jadda vadrtustamata, need seotakse uuesti
kvantoritega, mis ldhevad tulemuse tiiiibi ette.

Fumontrixis kasutatakse unifitseerimist ainult funktsiooni rakendamise
semantika andmisel, mitte néidiste sobitamisel, valikuavaldises ega muutu-
ja tiilibi médramise (tiiiibiinferentsi) jaoks nagu Haskellis. Seega kiituvad
poliimorfsed vaartused poliimorfselt ainult funktsiooni rakendamisel, mitte
aga naiteks valikualternatiivi paremas pooles. Seega peavad valikuavaldises
alternatiivide paremad pooled olema koik sama tiiiipi, vajadusel tuleb polii-
morfsete vaartuste kvantoreid késitsi avada.

Valikualternatiivis saaks poliimorfismi voimaldada, kui defineerida sel-
le semantika funktsiooni rakendamise semantika kaudu (valikualternatiivist
moodustataks siis A-abstraktsioon, kus néidiseks oleks valikualternatiivi va-
sakuks pooleks olev néidis), nagu on tehtud do-avaldise korral. Fumontrixis
seda siiski tehtud ei ole, kuna erinevalt do-avaldisest ei ole valikuavaldis rea-
liseeritud siintaktilise suhkruna.

7.6 Tiiibitaseme programmeerimise semantikast
7.6.1 Tiitibitaseme funktsioonid

Tiitibitaseme funktsioonid konstrueeritakse Fumontrixis A-abstraktsioonide-
na. Selleks on kaks eraldi konstruktsiooni — mitterekursiivne A ja lihtrekur-
siivne \.

Mitterekursiivse tiiiibitaseme A-abstraktsiooni semantikaks on funktsioon,
mis seab (fikseeritud liiki) tiiiibitaseme objektidele vastavusse (samuti min-
git fikseeritud liiki, mis v&ib olla erinev argumentide liigist) tiiiibitaseme ob-
jektid. Sellele funktsioonile argumendi andmisel lisatakse argument konteksti
A-abstraktsiooni peas méaratud muutujanime alla ning selles tdiendatud kon-
tekstis vadrtustatakse A-abstraktsiooni keha.

Lihtrekursiivse tiiiibitaseme A-abstraktsiooni semantikaks on samuti funkt-
sioon, mis seab tiiiibitaseme objektidele vastavusse tiiiibitaseme objektid. See
funktsioon moodustatakse teistmoodi kui mitterekursiivsel juhul. Seda vaat-
leme ldhemalt jaotises 7.6.3.

A-abstraktsiooniga defineeritud tiiiibitaseme funktsioonide jaoks kasuta-
takse eraldi semantilist kategooriat GenType, mis sisaldab ka tavaliste tiiiipide
kategooriat Type. See on vajalik selleks, et A-abstraktsiooni ei saaks tiiii-
bikonstruktori parameetriks anda. Nagu négime jaotises 6.2, oleks vastasel

70



korral voimalik defineerida mittetermineeruv tiiiibitaseme funktsioon.

7.6.2 Vairtused tiiiibitasemel

Fumontrixis on voimalik andmetaseme véartustega arvutada ka tiiiibitase-
mel. Kuna tiiiibitase ja andmetase on teineteisest eraldatud ja automaatset
vaartuste liikumist nende vahel ei toimu, siis tuleb see liikumine ilmutatult
teha. Selleks on Fumontrixis olemas value- ja type-konstruktsioonid.

value-konstruktsioon muudab andmetaseme véartuse tiiiibitaseme objek-
tiks liiki @. Stintaktiliselt on value-konstruktsiooni argumendiks andmetase-
me avaldis, mille va&rtus voib soltuda keskkonnast. Tiilibitasemel keskkonda
ei ole, seega tiilibitasemel vidrtustega arvutamisel vilja arvutatud vadrtuse
sisse vaadata ei saa ning vaartust saab kasutada musta kastina, mille kohta
on teada ainult selle tiitip.

Et pérast tiilibitasemel tootlemist tulemuseks saadud vaartust jélle and-
metasemel kasutada, on vaja teada keskkonda, milles see vairtus vélja ar-
vutada. Kui votta selleks see keskkond, milles toimub védrtuse kasutamine
andmetasemel, siis oleks value-konstruktsiooni sees olevas avaldises esine-
vad identifikaatorid, mis ei ole defineeritud selle sama konstruktsiooni sees,
diinaamilise skoopimisega.

Selline piiramatu diinaamiline skoopimine, kus kasutatav on kogu diinaa-
miline keskkond, tekitab probleeme. Néiteks on voimalik tekitada rekursioon
ilma rekursioonioperaatorit kasutamata. Saame kirjutada isegi tiiiibitaseme
funktsiooni, mis ei termineeru:

type rf = \ x : @ . value (type rf x);
v = type rf (value 3);

Kuna rf kutsutakse vélja v defineerimisel, siis rf sees olevale avaldisele
type rf x rakendatakse diinaamilist skoopi, milles on see sama rf juba ole-
mas, seega rf saab kasutada rekursiivselt iseennast ning praegusel juhul tuleb
lopmatu rekursioon.

Kuna Fumontrixis soovitakse garanteerida tiiiibikontrolli termineerumi-
ne, siis siin diinaamilist skoopimist ei kasutata ning ka value-konstruktsiooni
sees rakendatakse leksilist skoopimist. Selleks on value-konstruktsiooni ra-
kendamise ajal vaja kéitte saada see keskkond, milles see konstruktsioon te-
kitati. Kuna véartustega arvutatakse ka tiiiibitasemel, siis keskkonda ennast
el saa value-konstruktsiooni juurde lisada (seda ei ole tiilibitasemel veel ole-
mas). Selle asemel médratakse skoobile unikaalne identifikaator ning lisa-
takse see value-konstruktsioonile selle moodustamisel. Samuti arvutatakse
kohe moodustamisel vélja value-konstruktsioonis oleva avaldise tiiiip (seda
saab tiiiibitasemel teha). value-konstruktsiooni semantikaks on siis nelik, mis
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koosneb avaldisest, keskkonna (selle, milles avaldis tuleb véértustada) iden-
tifikaatorist, selle avaldise tiiiibist ning lisainfost (StatSemInfo), mis tuleb
tiiiibitasemelt andmetasemele edastada selle avaldise vaédrtustamiseks.

Selleks, et value-konstruktsiooni sees oleva avaldise vaartust kasutada on
vaja see tiiiibitasemelt tagasi andmetasemele viia. Selleks on olemas type-
konstruktsioon, mis muudab liiki @ tiiiibitaseme objekti andmetaseme vair-
tuseks. Liiki @ tiilibitaseme objekte saab tekitada ainult value-konstruktsioo-
niga ning tiiiibitasemel nende sisu muuta ei saa, seega kui liiki @ tiiiibitaseme
avaldis védrtustada, siis tulemuseks on mingi value-konstruktsiooni seman-
tika.

value-konstruktsioon voib esineda ainult mingi tiiiibitaseme avaldise sees.
Selleks voib olla kas type-konstruktsioon voi type-deklaratsiooni parem pool.
Pohimotteliselt voiks seda kasutada ka tiiiibiannotatsioonis (niiteks argu-
mendina liiki @ -> * tiiibikonstruktorile), aga sellel pole motet, kuna sellis-
te tiiipide vordsust ei saa tiiiibitasemel kontrollida (value-konstruktsiooni
sees oleva avaldise vidrtus selgub alles andmetasemel) ja seetottu loetakse
iga value-tiilip koigi muude tiitipidega (sh iseendaga) mittevordseks ja mit-
teunifitseeruvaks. Seega selline annotatsioon pohjustab alati tiiiibivea.

Seetottu médratakse liigitasemel (skoobi piires) unikaalsed identifikaato-
rid koigi type-deklaratsioonide ja type-avaldiste skoopide jaoks. Andmetase-
mel salvestatakse type-deklaratsiooni korral selle keskkond vastava unikaal-
se identifikaatori alla jooksvasse keskkonda. Selleks on keskkonnas kujutus
eSavedEnv, mis seab skoobi identifikaatorile vastavusse salvestatud keskkon-
na. Samuti salvestatakse keskkond type-avaldise véartustamise ajaks vastava
unikaalse identifikaatori alla.

Igale value-konstruktsioonile seatakse liigitasemel vastavusse koige sise-
mise seda sisaldava type-deklaratsiooni voi type-avaldise skoobi identifikaa-
tor, mille jérgi saab hiljem andmetasemel jooksvast keskkonnast salvestatud
(leksilise skoobi) keskkonna kétte.

Andmetasemel value-konstruktsiooni sees oleva avaldise kasutamiseks
tuleb see type-konstruktsiooniga tagasi andmetasemele tuua. Seega type-
konstruktsiooni sees olev tiiiibitaseme objekt vadrtustatakse, saades value-
konstruktsiooni, mille juures on skoobi identifikaator. Selle jérgi voetakse
jooksvast keskkonnast salvestatud leksilise skoobi keskkond ja véartustatak-
se avaldis selles salvestatud keskkonnas. Saadud tulemus ongi type-avaldise
vaartuseks.

Pohimotteliselt voiks ka otse value-konstruktsioonidele skoobiidentifikaa-
torid juurde lisada, kuid sellisel juhul tuleks ka tiiiibitaseme avaldistele and-
metaseme semantika anda. Samuti tuleks koik type-deklaratsiooni sees ole-
vate value-avaldiste salvestatud leksilised keskkonnad lisada samasse skoopi
kui selle type-deklaratsiooniga defineeritav tiiiibitaseme muutuja. See skoop
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on korgemal tasemel kui nende value-avaldiste tegelik skoop ning info mada-
lamalt tasemelt korgemale liigutamine muudaks semantika iisna keeruliseks.
Seetottu on Fumontrixis valitud eespool kirjeldatud variant, mis on lihtsama
semantikaga.

7.6.3 Lihtrekursioon

Fumontrixis on tiiiibitaseme programmeerimisel voimalik kasutada lihtrekur-
siooni. Erinevalt iildisest rekursioonist, on lihtrekursiooni korral garanteeri-
tud termineerumine. Kuna Fumontrixis soovitakse garanteerida tiiiibikont-
rolli termineerumist, siis iildist rekursiooni siin tiiiibitasemel ei voimaldata.

Lihtrekursiooni moodustamiseks on Fumontrixis lihtrekursiivne tiiiibita-
seme A-avaldis (mis on mitterekursiivsest A-avaldisest eraldi). Selle A-avaldise
sees lihtrekursiivse poordumise jaoks saab kasutada rec-avaldist.

Lihtrekursioonikonstruktsiooni semantika andmiseks defineeritakse koi-
gepealt funktsioon g, mis saab parameetriks arvutatava funktsiooni véértu-
sed mingi tiiiibi (voi titiibikonstruktori) ¢ koigi komponentide (vahetute voi
mitte) jaoks ning tagastab selle funktsiooni véértused tiiiibi ¢ jaoks (vt ka
néidet jaotises 5.1.3). Funktsiooni g defineerimisel saab neid parameetreid
(arvutatava funktsiooni véértusi komponentidel) kasutada rec-avaldise abil.
Funktsiooni vaartus komponendil ¢; on néiteks rec t;.

Selline funktsioon méarab iitheselt mingi lihtrekursiivse funktsiooni f. Et
arvutada selle funktsiooni vaartust mingi argumendi jaoks, arvutatakse koi-
gepealt rekursiivselt vadrtused selle komponentide jaoks ning seejérel kasuta-
takse eespool mainitud funktsiooni, et leida funktsiooni vaartus vajaliku ar-
gumendi jaoks. Et tiilipide ja tiiiibikonstruktorite struktuur on Fumontrixis
loplik, siis selle rekursiivne ldbimine ja komponentidel funktsiooni vaartuste
véljaarvutamine alati termineerub (eeldusel, et ka funktsioon g termineerub,
aga Fumontrixis ei saa kirjutada mittetermineeruvat tiiiibitaseme funktsioo-
ni). Funktsioon f ongi lihtrekursioonikonstruktsiooni semantikaks.

rec-avaldise semantika andmiseks on kontekstis kujutus zSiRec, mis seab
lihtrekursiooni identifikaatorile (vt jaotist 5.1.3) vastavusse teise kujutuse.
See kujutus seab nendele argumendi komponentidele, millele vastav funkt-
siooni va#rtus on vaadeldava identifikaatoriga lihtrekursiooni kéigus juba
vilja arvutatud, vastavusse need funktsiooni vadrtused. rec-avaldisele se-
mantika andmiseks voetakse lihtsalt sellest kujutusest vastav véartus.

7.6.4 Tiiiibiklassid

Tiitibiklassi defineerimiseks on Fumontrixis class-deklaratsioon kujul
class ¢ t. See toob sisse nimega c tiiiibiklassi, mille eksemplaride tiiiip
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on kirjeldatud tiitibiavaldisega t. See tiiiibiavaldis peab olema universaal-
selt kvantifitseeritud kujul forall A : k . t'[A]. Tiiibiklassi esindajad on
sellisel juhul liiki & ning esindajale A vastav eksemplar peab olema tiitipi
t'[A]. Tiitibiklasside jaoks on kontekstis kujutus zClass, mis seab tiiiibiklassi
nimele vastavusse selle eksemplaride tiiiipe kirjeldava tiiiibi.

Eksemplarid méaaratakse tiiiibitaseme funktsiooniga, mille nimi iihtib vas-
tava tiitibiklassi nimega. See funktsioon seab tiitibile (voi tiiiibikonstruktorile)
vastavusse eksemplari. See eksemplar peab olema eelmises 16igus kirjeldatud
tiitipi, kuid seda kontrollitakse alles eksemplari kasutamisel (tiiiibiklassiga
kitsendatud iildisuskvantori avamisel), mitte eksemplari defineerimisel.

Poliimorfsed véartused, mille tiiiip sisaldab tipmisel tasemel tiiiibiklassiga
kitsendatud tldisuskvantorit, on semantiliselt esitatud funktsioonidena, mis
seavad tiitibiklassi eksemplari vadrtusele vastavusse (monomorfsema) vaartu-
se. Kui selle vadrtuse tiiiibi iildisuskvantor avatakse (kas automaatselt funkt-
siooni rakendamise kidigus voi kisitsi), siis voetakse jooksvast keskkonnast
tiitibiklassi eksemplari vaéartus selle tiiiibi jaoks ning antakse poliimorfse-
le véartusele vastavale funktsioonile argumendiks. Selle poliimorfse avaldise
sees seotakse see argumendiks antud eksemplar selle kvantoriga seotud tiiii-
bikonstruktoriga, mis muutub seega selle tiiiibiklassi esindajaks.

Selle sidumise realiseerimiseks salvestatakse see eksemplar tiihja nimega
muutujasse, mis lisatakse keskkonda, saadud keskkond salvestatakse sellele
eraldatava unikaalse skoobiidentifikaatori abil jaotises 7.6.2 vaadeldud vii-
sil. Sisuliselt moodustatakse value-konstruktsioon, mille sisuks on see tiihja
nimega muutuja. Tiiiibiklassi eksemplare médravat tiiiibitaseme funktsiooni
taiendatakse nii, et vaadeldavale (uuele) tiiiibile madratakse eksemplariks see
value-konstruktsioon. Kui niiiid millalgi on vaja selle uue tiiiibi eksemplari
kasutada, siis vadrtustatakse see value-konstruktsioon, mille k&igus voetakse
salvestatud keskkonnast eksemplari véartus.

Tiiiibiklasse saab kasutada ka eksistentsiaalsete tiiiipide korral. Tiiiibi-
klassiga kitsendatud olemasolukvantori avamisel (exists-néidise abil) tuuak-
se analoogiliselt {ildisuskvantoriga sisse uus konstruktor, mis muudetakse
tiitibiklassi esindajaks, méa#rates vastavaks eksemplariks selle eksistentsiaalse
vaadrtuse sees olnud eksemplari.
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Kokkuvote

Selles t06s 1oime uue funktsionaalse programmeerimiskeele Fumontrix ning
realiseerisime sellele interpretaatori. T66s vordlesime muuhulgas selle keele
voimalusi Haskelli (GHC) omadega.

Selles keeles realiseerisime enamiku olulisemaid Haskelli konstruktsioo-
ne, sealhulgas algebralised andmetiiiibid, parameetriliselt poliimorfsed funkt-
sioonid ja tiilibiklassid. Sarnaselt GHC-ga realiseerisime impredikatiivse po-
liimorfismi. Impredikatiivse poliimorfismi voimaluse korral ei pruugi funkt-
siooni rakendamise tulemus enam iiheselt méaératud olla. Seetottu on teatud
juhtudel vaja iildisuskvantoreid késitsi avada, mida Fumontrixis on oluliselt
mugavam teha kui GHC-s, kuna erinevalt GHC-st ei ole vaja kogu vadrtuse
tiilipi imber kirjutada, piisab anda vaid avatava kvantoriga seotud tiiiibi-
muutuja vaartustus.

Tiitibiklassidest realiseerisime kiill lihtsama variandi kui Haskellis, kuid
nagu négime, ei ole see viga suur puudus, kuna Fumontrixis on olemas tiiii-
bitaseme funktsioonid, mis on palju suuremate voimalustega kui tiiiibiklassid
ja enamasti kasutatavad ka tiiiibiklasside asemel. Tiiiibiklassid osutusid va-
jalikuks ainult selleks, et teatud piiratud diinaamilise skoopimise elemente
sisse tuua. Mujal kasutatakse Fumontrixis leksilist skoopimist, kuna, nagu
néigime, voimaldaks piiramatu diinaamiline skoopimine tiiiibitasemel lopma-
tu rekursiooni tekitada.

Samuti ndgime, et Fumontrixi tiiiibitaseme funktsioonid pakuvad palju
suuremaid voimalusi kui GHC tiiiibiklassid ning on defineeritavad loomu-
likul viisil A-abstraktsioonidena, samas kui GHC-s on nende defineerimine
viga kohmakas, kuna GHC tiiiibiklassid pole tiiiibitaseme funktsioonide de-
fineerimiseks moeldud. Fumontrixis saame tiiiibitasemel arvutada ka véar-
tustega, seda kiill musta kastina, mille kohta on teada ainult selle vadrtuse
tiilip. Vadrtustega arvutamist saab kasutada ka tiiiibiklasside eksemplaride
defineerimisel, kuna eksemplaride vaartused seatakse tiiiipidele vastavusse
tiiiibitaseme funktsiooni abil.

Thiiibitasemel rekursiooni kasutamiseks otsustasime Fumontrixis realisee-
rida iildise rekursiooni asemel lihtrekursiooni, mis on enamiku kasulike tiiii-
bitaseme funktsioonide realiseerimiseks piisav, kuid samas garanteerib tiiii-
bikontrolli termineeruvuse, mis oli iiks Fumontrixi eesmérke. T66s vaatlesi-
me ka moningaid tiiiibitaseme funktsioonide rakendusi, néiteks poliimorfse-
te funktsioonide realiseerimist ning erinevate kasulike operaatorite defineeri-
mist, mida GHC-s ei saa defineerida.

Fumontrixi iitheks pohimotteks oli skoopide vordvéaarsus, seega tiiiibiklas-
se, tiiiibitaseme funktsioone, algebralisi andmetiiiipe jne voimaldatakse defi-
neerida suvalises skoobis (nii peatasemel kui let-avaldistes), erinevalt Has-
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kellist, kus neid saab defineerida vaid peataseme skoobis.

Fumontrixis realiseerisime ka moned voimalused imperatiivse program-
meerimisstiili kasutamiseks, néiteks ST-monaadi, milles saab kasutada muu-
detavad viitasid ja massiive, kuid need arvutused saab labi viia muust maa-
ilmast eraldatud loimes, mistottu arvutused on seal deterministlikud ja keel
jaab puhtalt funktsionaalseks. Monaadiliste véddrtuste mugavamaks kasuta-
miseks realiseerisime monaadiliste va#rtuste poliimorfismi, mis voimaldab
tavalisel funktsiooni rakendamisel kasutada erinevaid monaadilisi ja mitte-
monaadilisi vaartusi, erinevalt Haskellist, kus selleks tuleks defineerida palju
erinevaid funktsiooni rakendamise operaatoreid. Samuti realiseerisime siin-
taktilise suhkruna do-notatsiooni, mida erinevalt Haskellist saab kasutada
korraga ka mitme erineva monaadi jaoks.

T66s uurisime ka erinevaid poliimorfismi liike ning vaatlesime voimalusi
nende kasutamiseks Fumontrixis — parameetrilist poliimorfismi, tiiiibiklasse,
tiitibitaseme funktsioone ning monaadiliste vadrtuste poliimorfismi.

T60s realiseerisime ka eksistentsiaalsed tiiiibid, mida saab kasutada nii
parameetriliselt kui tiilibiklassiga kitsendatult, kuid need eksistentsiaalsed
tiitibid ei ole poliimorfsed. Erinevalt Haskellist saab olemasolukvantorit ka-
sutada suvalise tiitibikomponendi @imber (nagu ka iildisuskvantorit), mitte
ainult seoses algebraliste andmetiiiipidega.

Interpretaatori realiseerimisel andsime siintaktilistele konstruktsioonide-
le semantika funktsionaalsel kujul, kasutades ainult puhtalt funktsionaalseid
andmestruktuure. Seega méérab selle interpretaatori kood teatud liiki deno-
tatsioonilise semantika. Sellest semantikast andsime ka t60s iilevaate.
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A Functional Programming Language and its
Semantics

Master Thesis

Martin Pettai

Resume

We have created a new functional programming language Fumontrix and
implemented an interpreter for it. In this thesis, we give an overview of its
features and their semantics and also compare the features to those of Haskell
(GHC).

We have implemented most of the standard Haskell constructions, includ-
ing algebraic data types, parametrically polymorphic functions, and type
classes. Similarly to GHC, we have implemented impredicative polymor-
phism. When impredicative polymorphism is allowed, the result of function
application is no longer guaranteed to be unique, thus it is often necessary to
explicitly specialize universally quantified types. Whereas GHC requires to
annotate the whole result type after specialization, Fumontrix allows to only
specify the type to be substituted for the quantified variable, which requires
less work from the programmer.

While we have implemented type classes, our version is more primitive
than that of Haskell (and especially GHC). As we see in the thesis, this is
not very restrictive, as we have implemented type-level functions, which are
much more powerful than type classes and in most cases can be used as an
alternative to type classes. Type classes were only introduced in Fumontrix
to have some limited elements of dynamic scoping. Elsewhere we use lexical
scoping, as unlimited dynamic scoping would allow infinite recursion to occur
at the type level.

Our type-level functions can be defined naturally as type-level A-abstrac-
tions, whereas GHC type classes are not intended for general type-level pro-
gramming and, while usable for defining some type-level functions, are un-
natural to use and require ugly code. In Fumontrix, we can also use values
(in addition to types) in type-level computations, although only as a black
box for which only type is known. The black box value obtained as a result
of type-level computation can only be opened at the data level.

To allow recursion at the type level, we decided to implement only primi-
tive recursion, not general recursion. This is enough for most useful type-level
functions and also guarantees termination of type checking. In the thesis, we
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also see some applications of type-level functions, such as polymorphic func-
tions or defining some useful operators that are not definable in GHC.

One of the principles of Fumontrix is the equivalence of scopes, therefore
type classes, type functions, algebraic data types, etc. can be defined in any
scope (including let-expressions), unlike in Haskell where these declarations
are restricted to the top level.

We have also implemented some features that allow using imperative pro-
gramming style, e.g. ST monad which allows to use mutable references and
arrays but in a thread separate from the outside world, thus retaining the
purely functional property. To make the use of monadic values less ugly, we
have implemented a polymorphism of monadic values, which allows us to use
the ordinary function application for different monadic and non-monadic val-
ues, unlike in Haskell where we would have to define many different function-
application operators for these cases, such as 1iftM and ap. We have also
implemented the do-notation (as syntactic sugar), which can also be used for
several different monads at a time, unlike in Haskell.

In this thesis we also investigate different kinds of polymorphism and the
possibilities of using them in Fumontrix.

We have also implemented existential types, which can be used both
parametrically and restricted by a type class, although the existential types
are not polymorphic. The existential quantification can be used around any
type component, not only at the top level.

Our implementation of the interpreter gives a semantics to syntactic con-
structions in a functional style, using only purely functional data structures.
This defines a certain kind of denotational semantics. In the thesis we also
give an overview of this semantics.
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